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从面积到体积的跨越
PART 1



1.1 问题引入：曲顶柱体的体积

几何定义：
■ 底面：𝑥𝑦平面上的闭区域 𝐷。
■ 侧面：垂直于 𝑥𝑦平面的柱面。
■ 顶面：连续曲面 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0。

求解逻辑：如果底面面积为 𝐴，高恒为 ℎ，则
𝑉 = 𝐴ℎ。但现在高度 𝑓(𝑥, 𝑦)随位置变化，如
何计算？

物理比喻
变密度薄片的质量
设一个平面薄片占据区域 𝐷， 其面密度为
𝜌(𝑥, 𝑦)，求薄片的总质量 𝑀。这与求体积在
数学结构上是完全一致的：都是求一个分布量的
累加总和。
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1.2 核心算法：黎曼四步走 (Riemann’s 4-Step Process)

■ 1. 分割 (Partition)：将区域 𝐷分成 𝑛个直径
极小的区域 Δ𝜎𝑖。

■ 2. 近似 (Approximation)：在每块内任取一点
(𝜉𝑖, 𝜂𝑖)，Δ𝑉 𝑖 ≈ 𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖)Δ𝜎𝑖。

■ 3. 求和 (Sum)：累加所有微元的体积：
𝑉 ≈ ∑𝑛

𝑖=1 𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖)Δ𝜎𝑖。
■ 4. 极限 (Limit)：令分割的最大直径 𝜆 → 0，得
到精确值。

思想精髓
以直代曲，以不变代变
在极小的范围内，复杂的曲面可以近似看作平整
的平面；在极小的面积上，变动的函数值可以近似
看作常数。这就是微积分征服世界的武器。
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1.2 多元微积分中的“爱情故事”

■ 如何精确衡量爱？
■ 当你的另一半想精确知道你有多爱
她/他时，最好的办法是“割碎”你的
心。

■ 数学原理：心形区域越割越碎，每个
小块的面积误差就越小，叠加后的
答案才越精确。

𝐷
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1.3 二重积分的正式定义

∬
𝐷
𝑓(𝑥, 𝑦) d𝜎 = lim

𝜆→0

𝑛
∑
𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖)Δ𝜎𝑖

可积性结论 (工科适用版)：

■ 连续必可积：若 𝑓(𝑥, 𝑦)在闭区域 𝐷上连续，则必可积。
■ 良性不连续点：若 𝑓(𝑥, 𝑦)有界，且只在有限条光滑曲线上不连续，则亦可积。
注：在本课程中，我们处理的几乎所有函数和区域都是可积的。
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计算的理论基石
PART 2



2.1 基本运算法则 (线性与叠加)

■ 性质 1 (线性)：常数可提出，加法可拆分。

∬
𝐷
[𝛼𝑓 + 𝛽𝑔] d𝜎 = 𝛼∬

𝐷
𝑓 d𝜎 + 𝛽∬

𝐷
𝑔 d𝜎

■ 性质 2 (区域可加性)：若 𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2，𝐷1 ∩ 𝐷2 = 𝜕𝐷12，则：

∬
𝐷
𝑓 d𝜎 =∬

𝐷1

𝑓 d𝜎 +∬
𝐷2

𝑓 d𝜎

注意：注意
区域可加性是我们将复杂区域“分块计算”的法律依据。

高等数学 9 / 28



2.2 估值与均值

■ 性质 3 (面积性质)：∬𝐷 1 d𝜎 = 𝜎(𝐷) (区域 𝐷的面积)。
■ 性质 4 (比较性)：若 𝑓 ≤ 𝑔，则积分值也满足相应不等式。
■ 性质 5 (绝对值性质)：||∬𝐷 𝑓 d𝜎|| ≤ ∬𝐷 |𝑓| d𝜎。
■ 性质 6 (中值定理)：∃(𝜉, 𝜂) ∈ 𝐷，使∬𝐷 𝑓 d𝜎 = 𝑓(𝜉, 𝜂) ⋅ 𝜎(𝐷)。
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2.3 [技巧专题]对称性：化繁为简的神器

判定逻辑 A：奇偶对称性
■ 前提：区域 𝐷关于 𝐿轴对称。
■ 结论：若被积函数 𝑓关于该轴为奇函数，则积分为 0。

判定逻辑 B：轮换对称性
■ 前提：区域 𝐷关于直线 𝑦 = 𝑥对称。
■ 结论：∬𝐷 𝑓(𝑥, 𝑦) d𝜎 = ∬𝐷 𝑓(𝑦, 𝑥) d𝜎 =

1
2
∬𝐷[𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑦, 𝑥)] d𝜎。
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从理论到解题的跳跃
PART 3



3.1 例 10-1：对称性判定

题：变式练习

计算 𝐼 =∬
𝐷
(𝑥 cos 𝑦+𝑦2 sin𝑥+𝑒𝑥2+𝑦2) d𝜎，其中𝐷是单位圆 𝑥2+𝑦2 ≤

1。
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3.1 例 10-1：对称性判定・解析

解析步解：
■ 第一项：𝑥 cos 𝑦关于 𝑥是奇函数，而 𝐷关于 𝑦轴（𝑥 = 0）对称，故积分为 0。
■ 第二项：𝑦2 sin𝑥关于 𝑥也是奇函数，同理积分为 0。
■ 第三项：𝑒𝑥2+𝑦2 是偶函数，必须计算。

𝐼 = 0 + 0 +∬
𝐷
𝑒𝑥2+𝑦2 d𝜎

注：由于本节侧重性质，此处先保留积分式。利用性质快速排除零项是核心技巧。
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3.2 例 10-2：几何意义

题：体积计算

计算 𝐼 =∬
𝐷
√4 − 𝑥2 − 𝑦2 d𝜎，其中 𝐷 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4, 𝑥 ≥ 0。
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3.2 例 10-2：几何意义・解析

解析步解：
1. 观察函数：𝑧 = √4 − 𝑥2 − 𝑦2。
2. 几何直观：这表示一个球心在原点，半径 𝑅 = 2的球面。
3. 观察区域：𝐷是半径为 2的右半圆。
4. 结论：该积分表示一个半径为 2的球体的 1/4 (因为只取了右半部分)。

𝐼 = 1
4 ⋅ (

4
3𝜋 ⋅ 2

3) = 8𝜋
3
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3.3 例 10-3：比较性质

题：大小判定
设 𝐷为单位圆，𝐼 = ∬𝐷 ln(1 + 𝑥2 + 𝑦2) d𝜎, 𝐽 = ∬𝐷(𝑥2 + 𝑦2) d𝜎, 𝐾 =
∬𝐷 sin(𝑥2 + 𝑦2) d𝜎，比较 𝐼, 𝐽, 𝐾 的大小。
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3.3 例 10-3：比较性质・解析

解析步解：
1. 令 𝑡 = 𝑥2 + 𝑦2，在 𝐷上 𝑡 ∈ [0, 1]。
2. 比较三个一元函数：𝑓(𝑡) = ln(1 + 𝑡), 𝑔(𝑡) = 𝑡, ℎ(𝑡) = sin 𝑡。
3. 利用泰勒展开或导数工具可知：当 𝑡 ∈ (0, 1]时，

ln(1 + 𝑡) < sin 𝑡 < 𝑡

4. 根据积分比较性质，函数的大小顺序直接决定积分的大小。

𝐼 < 𝐾 < 𝐽
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3.4 例 10-4：中值定理

题：极限模型

求 lim
𝑟→0+

1
𝜋𝑟2 ∬𝑥2+𝑦2≤𝑟2

√4 − 𝑥2 − 𝑦2 d𝜎。
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3.4 例 10-4：极限计算・解析

解析步解：
1. 应用中值定理：被积函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = √4 − 𝑥2 − 𝑦2在闭区域 𝐷𝑟上连续。由二
重积分中值定理，在 𝐷𝑟内至少存在一点 (𝜉, 𝜂)，使：

∬
𝐷𝑟

√4 − 𝑥2 − 𝑦2 d𝜎 = 𝑓(𝜉, 𝜂) ⋅ 𝜎(𝐷𝑟) = √4 − 𝜉2 − 𝜂2 ⋅ 𝜋𝑟2

2. 化简极限式：将上式代入原极限中：

原式 = lim
𝑟→0+

√4 − 𝜉2 − 𝜂2 ⋅ 𝜋𝑟2
𝜋𝑟2 = lim

𝑟→0+√4− 𝜉2 − 𝜂2

3. 趋向判定：当 𝑟 → 0+时，区域 𝐷𝑟向原点收缩。由于 (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐷𝑟，故
(𝜉, 𝜂) → (0, 0)。

原式 = √4 − 02 − 02 = 2
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3.5 例 10-5：绝对值性质

题：估值问题
估算 ||∬𝐷(𝑥 − 𝑦) cos(𝑥2 + 𝑦2) d𝜎||的最大可能值，其中𝐷为矩形 [0, 1]×
[0, 1]。

高等数学 21 / 28



3.5 例 10-5：绝对值性质・解析

解析步解：
1. 利用性质：|∬𝑓| ≤ ∬ |𝑓|。
2. 被积函数绝对值：|𝑥 − 𝑦| ⋅ | cos(𝑥2 + 𝑦2)| ≤ |𝑥 − 𝑦| ⋅ 1。
3. 在 𝐷上，|𝑥 − 𝑦| ≤ 1。
4. 故：|𝐼| ≤ ∬𝐷 1 d𝜎 = 1 ⋅ 1 = 1。
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3.6 [练]练习题 1：快速判定

题：课内练习
设 𝐷为由 𝑦 = 𝑥2与 𝑦 = 1围成的区域，则∬𝐷(𝑥 + 𝑦2) d𝜎等于：
■ (A) 2∬𝐷,𝑥>0 𝑥 d𝜎
■ (B) 2∬𝐷,𝑥>0 𝑦2 d𝜎
■ (C) 0

■ (D)∬𝐷 𝑦2 d𝜎
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3.6 [练]练习题 1・解析

解析：
■ 区域 𝐷关于 𝑦轴对称。
■ 𝑥是奇函数 ⟹ ∬𝐷 𝑥 d𝜎 = 0。
■ 𝑦2是偶函数 ⟹ ∬𝐷 𝑦2 d𝜎 = 2∬𝐷,𝑥>0 𝑦2 d𝜎。
故选 B或等效的表达。
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3.7 [练]练习题 2：轮换对称性

题：课内练习
设 𝐷 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0，已知∬𝐷 𝑥 d𝜎 =

1
3
，则∬𝐷 𝑦 d𝜎 = 。
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3.7 [练]练习题 2・解析

解析：
■ 区域 𝐷是第一象限内的 1/4圆，关于 𝑦 = 𝑥对称。
■ 利用轮换对称性：将 𝑥, 𝑦互换，积分值不变。

∬
𝐷
𝑦 d𝜎 =∬

𝐷
𝑥 d𝜎 = 1

3

高等数学 26 / 28



3.8 [技巧总结]做题“三看”口诀

1. 一看区域：是否有轴对称（奇偶性）或 𝑦 = 𝑥对称（轮换性）。
2. 二看被积函数：是否含奇函数项？是否含 𝑥2 + 𝑦2？
3. 三看几何图形：是否能直接写出面积（如圆、矩形）或体积（如半球）。

得分点提醒
考试中，若看到被积函数非常复杂，通常 90%的概率可以用对称性直接化
简为 0。
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3.9 10-1知识地图归纳

■ 理论根基：四步走（分割、近似、求和、极限）。
■ 计算前提：线性、叠加、比较、中值。
■ 核心武器：奇偶对称性（必杀技）、轮换对称性。
■ 几何直观：重积分 =曲顶柱体体积 =变密度薄片质量。

下节预告：二重积分的计算
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