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从体积和到三重积分
PART 1



1.1 三重积分的定义：空间中的求和极限

设空间闭区域Ω被分成许多小闭区域 Δ𝑉 𝑖，体积为
Δ𝑣𝑖。在每个小区域中任取一点 (𝜉𝑖, 𝜂𝑖, 𝜁𝑖)，作积分和

𝑛
∑
𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖, 𝜁𝑖)Δ𝑣𝑖.

当分割无限加细且该和的极限存在时，称此极限为 𝑓
在Ω上的三重积分：

∭
Ω
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉.

𝑦

𝑥

𝑧

Δ𝑣𝑖
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1.1 几何意义与基本性质

几何意义：

∭
Ω
1 d𝑉 = 𝑉(Ω).

若 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)表示密度，则

∭
Ω
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉

表示区域Ω内的总质量。

基本性质：
1. 线性：

∭
Ω
(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔) d𝑉 = 𝛼∭

Ω
𝑓 d𝑉

+ 𝛽∭
Ω
𝑔 d𝑉.

2. 区域可加性：区域分块时，积分可分
块相加。

3. 保号性：若 𝑓 ≥ 0，则∭Ω 𝑓 d𝑉 ≥ 0。
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先看清区域，再确定积分次序
PART 2



2.1 长方体区域：三次积分直接展开

若
Ω = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑒, 𝑓],

则三重积分可以直接写成三次积分：

∭
Ω
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉 = ∫

𝑏

𝑎
d𝑥∫

𝑑

𝑐
d𝑦∫

𝑓

𝑒
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧.

当积分区域是长方体时，三个变量的上下限互不依赖，积分次序可以任意交换。

𝑦

𝑥

𝑧

Ω

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]

𝑧 ∈ [𝑒, 𝑓]
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2.1 例 10-9：长方体区域

题：基础计算
计算

𝐼 =∭
Ω
𝑥𝑦𝑧 d𝑉,

Ω = [0, 1] × [0, 2] × [0, 3].

𝑦
𝑥

𝑧

Ω
0 ≤ 𝑥 ≤ 1

0 ≤ 𝑦 ≤ 2

0 ≤ 𝑧 ≤ 3
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2.1 例 10-9：长方体区域・解析

因为区域是长方体，直接按三个固定区间积分：

𝐼 = ∫
1

0
d𝑥∫

2

0
d𝑦∫

3

0
𝑥𝑦𝑧 d𝑧.

分离变量得
𝐼 = (∫

1

0
𝑥 d𝑥) (∫

2

0
𝑦 d𝑦) (∫

3

0
𝑧 d𝑧) = 1

2 ⋅ 2 ⋅
9
2 =

9
2.
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2.1 练习 10-9：直接积分

题：课堂练习
计算

∭
Ω
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) d𝑉,

Ω = [0, 1] × [0, 1] × [0, 2].

𝑦
𝑥

𝑧

Ω
0 ≤ 𝑥 ≤ 1

0 ≤ 𝑦 ≤ 1

0 ≤ 𝑧 ≤ 2
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2.1 练习 10-9：直接积分・解析

长方体区域中三个变量范围互不依赖，直接分项积分：

𝐼 = ∫
1

0
d𝑥∫

1

0
d𝑦∫

2

0
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) d𝑧

=∭
Ω
𝑥 d𝑉 +∭

Ω
𝑦 d𝑉 +∭

Ω
𝑧 d𝑉.

其中
∭

Ω
𝑥 d𝑉 = 1, ∭

Ω
𝑦 d𝑉 = 1, ∭

Ω
𝑧 d𝑉 = 2.

因此
𝐼 = 4.
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2.2 投影法：先一后二

若空间区域可写成
Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∣ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑥𝑦,

𝑧1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2(𝑥, 𝑦)},

则

∭
Ω
𝐹 d𝑉 =∬

𝐷𝑥𝑦

[∫
𝑧2(𝑥,𝑦)

𝑧1(𝑥,𝑦)
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧] d𝑥 d𝑦.

口诀：一条线，扫一片。
先沿 𝑧方向积分，再扫过 𝐷𝑥𝑦。

𝑦

𝑥

𝑧

𝐷𝑥𝑦
𝑧 = 𝑧1

𝑧 = 𝑧2
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2.2 投影法：如何确定顺序与上下限

先一后二：线段限 +投影限

1. 选方向
2. 写线段
3. 写投影

d𝑉 = d𝐴 d𝑧

𝑥

𝑦

𝑧

𝐷𝑥𝑦
d𝑧

d𝐴

d𝑉 = d𝐴 d𝑧
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2.2 例 10-10：先一后二

题：基础练习

计算 𝐼 = ∭
Ω
𝑧 d𝑉，其中 Ω由 𝑥 +

𝑦 + 𝑧 = 1与三坐标面围成。 𝑦

𝑥

𝑧

Ω𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1
𝐷𝑥𝑦
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2.2 例 10-10：先一后二・解析 (1/2)

顺序：先 𝑧，后 𝑥, 𝑦。
线段限

0 ≤ 𝑧 ≤ 1 − 𝑥 − 𝑦.

投影限

𝐷𝑥𝑦 ∶ 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 ≤ 1.

0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥.
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2.2 例 10-10：先一后二・解析 (2/2)

列式
𝐼 = ∫

1

0
d𝑥∫

1−𝑥

0
d𝑦∫

1−𝑥−𝑦

0
𝑧 d𝑧.

𝐼 = 1
2 ∫

1

0
d𝑥∫

1−𝑥

0
(1 − 𝑥 − 𝑦)2 d𝑦 = 1

24.
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2.2 练习 10-10：先一后二

题：课堂练习
计算

∭
Ω
(𝑥 + 𝑦) d𝑉,

其中Ω由 𝑧 = 0, 𝑧 = 2 − 𝑥 − 𝑦以及
𝑥 = 0, 𝑦 = 0围成。

𝑦

𝑥

𝑧

Ω𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2
𝐷𝑥𝑦
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2.2 练习 10-10：先一后二・解析

顺序：先 𝑧，后 𝑥, 𝑦。
0 ≤ 𝑧 ≤ 2 − 𝑥 − 𝑦.

𝐷𝑥𝑦 ∶ 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 ≤ 2.

𝐼 = ∫
2

0
d𝑥∫

2−𝑥

0
d𝑦∫

2−𝑥−𝑦

0
(𝑥 + 𝑦) d𝑧.

𝐼 = ∫
2

0
d𝑥∫

2−𝑥

0
(𝑥 + 𝑦)(2 − 𝑥 − 𝑦) d𝑦 = 4

3.
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2.3 截面法：先二后一

若空间区域可写成
Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∣ 𝑎 ≤ 𝑧 ≤ 𝑏, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑧},

则
∭

Ω
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉 = ∫

𝑏

𝑎
[∬

𝐷𝑧

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑦] d𝑧.

先二后一：先在固定 𝑧的截面 𝐷𝑧上作二重积分，再让截面沿 𝑧方向变化。
𝑧

𝐷𝑧

𝑎

𝑏

∫
𝑏

𝑎
d𝑧

先在截面上积分∬
𝐷𝑧

𝐹 d𝑥 d𝑦
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2.3 截面法：如何确定顺序与上下限

先二后一：截面面积 +高度限

1. 选切片
2. 写外限
3. 看截面

d𝑉 = 𝑆(𝑧) d𝑧

𝑥

𝑦

𝑧

d𝑧
𝐷𝑧

d𝑉 = 𝑆(𝑧) d𝑧
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2.3 例 10-11：先二后一

题：进阶计算

计算 𝐼 =∭
Ω
𝑧2 d𝑉，其中 Ω是抛物

面 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2与平面 𝑧 = 1围成的
区域。

𝑥

𝑦

𝑧

Ω
𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑧 = 1
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2.3 例 10-11：先二后一・解析

顺序：先截面，后 𝑧。
0 ≤ 𝑧 ≤ 1, 𝐷𝑧 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑧.

𝑆(𝑧) = 𝜋𝑧.

𝐼 = ∫
1

0
d𝑧∬

𝐷𝑧

𝑧2 d𝑥 d𝑦 = ∫
1

0
𝑧2 ⋅ 𝜋𝑧 d𝑧 = 𝜋

4 .
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2.3 练习 10-11：先二后一

题：课堂练习
求由 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑧 ≤ 4围成的空间区
域体积。

𝑥

𝑦

𝑧

Ω
𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑧 = 4
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2.3 练习 10-11：先二后一・解析

顺序：先截面，后 𝑧。
0 ≤ 𝑧 ≤ 4, 𝐷𝑧 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑧.

𝑆(𝑧) = 𝜋𝑧.

𝑉 = ∫
4

0
𝑆(𝑧) d𝑧 = ∫

4

0
𝜋𝑧 d𝑧 = 8𝜋.
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坐标变换改变体积微元
PART 3



3.1 三重积分的换元法：从直角坐标到新坐标

设
𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤),

且变换把新坐标区域 𝐺映到原区域Ω。若雅可比行列式

𝐽 = 𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕(𝑢, 𝑣, 𝑤)

不为零，则

∭
Ω
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑦 d𝑧 =∭

𝐺
𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤)) |𝐽| d𝑢 d𝑣 d𝑤.

注意：关键点
换元时不仅要改写被积函数和积分区域，还必须改写体积微元。
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柱面坐标系： 空间
极坐标的自然延伸

PART 3



3.2 柱面坐标：空间极坐标的延伸

坐标变换：

{
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃,
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃,
𝑧 = 𝑧.

体积微元：

d𝑉 = 𝑟 d𝑟 d𝜃 d𝑧.

判定准则
投影域是圆或圆环；被积函数含 𝑥2 +
𝑦2；区域绕 𝑧轴旋转。 𝑥

𝑦

𝑧

𝑟𝜃

𝑧

𝑃(𝑟, 𝜃, 𝑧)

投影点

𝑟：到 𝑧轴的距离
𝜃：投影在 𝑥𝑦平面的方位角
𝑧：竖直高度

高等数学 28 / 53



3.2 柱面坐标：如何确定顺序与上下限

𝜃 → 𝑟 → 𝑧

1. 𝜃：方位角
2. 𝑟：投影半径
3. 𝑧：上下曲面

d𝑉 = 𝑟 d𝜃 d𝑟 d𝑧
𝑦

𝑥

𝑧

d𝑧

d𝑟d𝜃

𝑧

𝑧 + d𝑧

𝑟 𝑟 + d𝑟𝑟 d𝜃
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3.2 例 10-12：柱面坐标实战

题：变式练习

计算 𝐼 =∭
Ω
(𝑥2 + 𝑦2) d𝑉，其中

Ω ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 2.
𝑥

𝑦

𝑧

Ω
𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1

𝑧 = 2
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3.2 例 10-12：柱面坐标实战・解析

边界
0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 2.

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2, d𝑉 = 𝑟 d𝑧 d𝑟 d𝜃.

𝐼 = ∫
2𝜋

0
d𝜃∫

1

0
d𝑟∫

2

0
𝑟2 ⋅ 𝑟 d𝑧 = 2𝜋∫

1

0
2𝑟3 d𝑟 = 𝜋.
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3.2 练习 10-12：柱面坐标

题：强化练习

计算 𝐼 = ∭
Ω
𝑧 d𝑉，其中 Ω由 𝑧 =

𝑥2 + 𝑦2与 𝑧 = 1围成。

𝑥

𝑦

𝑧

Ω
𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑧 = 1
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3.2 练习 10-12：柱面坐标・解析

边界确定：

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 𝑟2 ≤ 𝑧 ≤ 1.

积分计算：

𝐼 = ∫
2𝜋

0
d𝜃∫

1

0
d𝑟

⋅ ∫
1

𝑟2
𝑧 𝑟 d𝑧

= 2𝜋∫
1

0

𝑟
2(1 − 𝑟4) d𝑟

= 𝜋
3 .

注意：定限口诀：穿针引线法
1. 投影定平面：
𝑥𝑦面上确定 𝑟, 𝜃。
2. 射线定高度：
沿 𝑧轴正向穿过区域：
■ 下底（穿入面）为下限
𝑧 = 𝑟2；

■ 上顶（穿出面）为上限
𝑧 = 1。
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球面坐标系： 球体
对称性的常用坐标

PART 3



3.3 球面坐标：几何微元的拆解

坐标变换：

{
𝑥 = 𝜌 sin𝜙 cos 𝜃,
𝑦 = 𝜌 sin𝜙 sin 𝜃,
𝑧 = 𝜌 cos𝜙.

体积微元：

d𝑉 = 𝜌2 sin𝜙 d𝜌 d𝜙 d𝜃.

判定准则
积分区域为球体、半球或圆锥体；被积函
数含 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2。

𝜌：原点到空间点的距离
𝜙：从 𝑧轴转到𝑂𝑃的极角
𝜃：投影在 𝑥𝑦平面的方位角

𝑥

𝑦

𝑧

𝜌

𝜃

𝜙

d𝜌𝜌 d𝜙 𝜌 sin𝜙 d𝜃
𝑃(𝜌, 𝜙, 𝜃)

投影点
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3.3 球面坐标：如何确定顺序与上下限

𝜃 → 𝜙 → 𝜌

1. 𝜃：投影扇形
2. 𝜙：极角
3. 𝜌：径向距离

d𝑉 = 𝜌2 sin𝜙 d𝜌 d𝜙 d𝜃
𝑦

𝑥

𝑧

𝜌
d𝜌d𝜙

d𝜃

𝜌 d𝜙
𝜌 sin𝜙 d𝜃
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3.3 例 10-13：锥面与球面

题：经典难题
求 Ω 的体积， 其中 Ω 由 𝑧 =
√𝑥2 + 𝑦2 与 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2 围
成。

𝑥

𝑦

𝑧

𝜙 = 𝜋/4
Ω

𝜌 = 𝑎

𝑧 = 𝑟
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3.3 例 10-13：锥面与球面・解析 (1/2)

先确定坐标与顺序：边界含球面和圆锥面，选球面坐标。先读 𝜃，再读 𝜙，最后读 𝜌。
上下限来源：
1. 绕 𝑧轴完整旋转，所以

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋.

2. 锥面 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2给出
𝜌 cos𝜙 = 𝜌 sin𝜙,

因此 𝜙 = 𝜋/4；取锥面内部上方，所以 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋/4。
3. 球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2给出 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑎。
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3.3 例 10-13：锥面与球面・解析 (2/2)

积分区域为
0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

4 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋.

因此体积
𝑉 = ∫

2𝜋

0
d𝜃∫

𝜋/4

0
sin𝜙 d𝜙∫

𝑎

0
𝜌2 d𝜌.

计算得
𝑉 = 2𝜋(1 − √2

2 ) 𝑎
3

3 = 2𝜋𝑎3
3 (1 − √2

2 ).
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3.3 练习 10-13：球面坐标

题：强化变式
计算∭Ω 𝑧 d𝑉，其中

Ω ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑎2,
𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0.

𝑦

𝑥

𝑧

Ω

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑎2

第一卦限
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3.3 练习 10-13：球面坐标・解析

区域是第一卦限内的八分之一球体。按三个变量分别读边界：
1. 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0给出投影在第一象限，故 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2
。

2. 𝑧 ≥ 0给出上半空间，故 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋
2
。

3. 球面给出径向范围，故 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑎。
因此

0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
2 , 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

2 , 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑎.
又 𝑧 = 𝜌 cos𝜙，d𝑉 = 𝜌2 sin𝜙 d𝜌 d𝜙 d𝜃，所以

𝐼 = ∫
𝜋/2

0
d𝜃∫

𝜋/2

0
sin𝜙 cos𝜙 d𝜙∫

𝑎

0
𝜌3 d𝜌

= 𝜋
2 ⋅

1
2 ⋅

𝑎4
4 = 𝜋𝑎4

16 .
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先选坐标，再做计算
PART 4



4.1 技巧专题：三重积分的对称性

■ 奇偶性：若Ω关于 𝑥𝑦面对称，且 𝑓(𝑥, 𝑦, −𝑧) = −𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)，则

∭
Ω
𝑓 d𝑉 = 0.

■ 轮换对称性：若Ω对 𝑥, 𝑦, 𝑧轮转不变，则

∭
Ω
𝑥2 d𝑉 =∭

Ω
𝑦2 d𝑉 =∭

Ω
𝑧2 d𝑉.

■ 方法选择：长方体直接积分；上下曲面夹住用投影法；水平截面简单用截面
法；圆柱对称用柱面坐标；球面对称用球面坐标。
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4.1 例 10-14：轮换对称性应用

题：高频考题
计算

𝐼 =∭
𝑥2+𝑦2+𝑧2≤1

𝑥2 d𝑉.

𝑥

𝑦

𝑧

Ω

𝜌 ≤ 1
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4.1 例 10-14：轮换对称性应用・解析

由轮换对称性，
∭

Ω
𝑥2 d𝑉 =∭

Ω
𝑦2 d𝑉 =∭

Ω
𝑧2 d𝑉.

因而
𝐼 = 1

3∭Ω
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) d𝑉.

转为球面坐标：
𝐼 = 1

3 ∫
2𝜋

0
d𝜃∫

𝜋

0
sin𝜙 d𝜙∫

1

0
𝜌4 d𝜌 = 4𝜋

15 .
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4.1 练习 10-14：方法选择

题：判定题
计算∭Ω 𝑧 d𝑉，其中Ω由

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2

围成。先判断更适合使用哪一种坐标
或哪一种积分次序。 𝑥

𝑦

𝑧

Ω 𝑧 = 𝑟

𝑧 = 𝑟2
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4.1 练习 10-14：方法选择・解析

两个曲面都是绕 𝑧轴旋转的曲面，使用柱面坐标最合适：

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 ⇒ 𝑧 = 𝑟2, 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 ⇒ 𝑧 = 𝑟.

交线满足 𝑟2 = 𝑟，故 0 ≤ 𝑟 ≤ 1。区域为

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 𝑟2 ≤ 𝑧 ≤ 𝑟.

因此
𝐼 = ∫

2𝜋

0
d𝜃∫

1

0
d𝑟∫

𝑟

𝑟2
𝑧 𝑟 d𝑧

= 2𝜋∫
1

0

𝑟
2(𝑟

2 − 𝑟4) d𝑟 = 𝜋
12.
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4.2 综合专题：一题多解与变量定限

题：综合例题
求柱面 𝑥2 + 𝑧2 ≤ 1被
球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4
所截部分的体积 𝑉。

柱轴是𝑦轴
𝑥2 + 𝑧2 = 𝑟2, 𝑟 ≤ 1

𝑦 = ±√4 − 𝑟2

x

z

D

O

𝑥𝑧平面投影
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4.2 例 10-15：解法一（投影法）

先𝑦，后𝑥𝑧

𝐷𝑥𝑧 ∶ 𝑥2 + 𝑧2 ≤ 1
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑧 = 𝑟 sin 𝜃
0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋
−√4 − 𝑟2 ≤ 𝑦 ≤ √4 − 𝑟2

𝑉 = ∫
2𝜋

0
d𝜃∫

1

0
d𝑟∫

√4−𝑟2

−√4−𝑟2
𝑟 d𝑦

= ∫
2𝜋

0
d𝜃∫

1

0
2𝑟√4 − 𝑟2 d𝑟

= 4𝜋
3 (8 − 3√3).
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4.2 例 10-15：解法二（𝑦轴柱坐标）

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑧 = 𝑟 sin 𝜃, 𝑦 = 𝑦

d𝑉 = 𝑟 d𝑦 d𝑟 d𝜃
0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋,
0 ≤ 𝑟 ≤ 1,

−√4 − 𝑟2 ≤ 𝑦 ≤ √4 − 𝑟2.

𝑉 = ∫
2𝜋

0
d𝜃∫

1

0
d𝑟∫

√4−𝑟2

−√4−𝑟2
𝑟 d𝑦

= ∫
2𝜋

0
d𝜃∫

1

0
2𝑟√4 − 𝑟2 d𝑟

= 4𝜋
3 (8 − 3√3).

本题首选。
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4.2 例 10-15：解法三（𝑦轴球坐标）

𝑦 = 𝜌 cos𝜙, 𝑥 = 𝜌 sin𝜙 cos 𝜃, 𝑧 = 𝜌 sin𝜙 sin 𝜃

d𝑉 = 𝜌2 sin𝜙 d𝜌 d𝜙 d𝜃

𝜌 = 2, 𝜌 sin𝜙 = 1
𝜙 = 𝜋

6

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋

{
0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

6
, 0 ≤ 𝜌 ≤ 2,

𝜋
6
≤ 𝜙 ≤ 𝜋

2
, 0 ≤ 𝜌 ≤ csc𝜙.

球坐标要分段。
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4.2 例 10-15：解法三（广义球坐标・解析计算）

𝑉
2 = ∫

2𝜋

0
d𝜃∫

𝜋/6

0
d𝜙∫

2

0
𝜌2 sin𝜙 d𝜌

+∫
2𝜋

0
d𝜃∫

𝜋/2

𝜋/6
d𝜙∫

csc𝜙

0
𝜌2 sin𝜙 d𝜌

𝑉 = 2(𝐴 + 𝐵)

𝐴 = 16𝜋
3 (1 − √3

2 ) ,

𝐵 = 2𝜋
3 ∫

𝜋/2

𝜋/6
csc2 𝜙 d𝜙.

𝐵 = 2𝜋
3 [− cot𝜙]𝜋/2𝜋/6 =

2√3𝜋
3 .

𝑉
2 = 𝐴 + 𝐵 = 16𝜋

3 − 8√3𝜋
3 + 2√3𝜋

3
= 2𝜋

3 (8 − 3√3).

𝑉 = 4𝜋
3 (8 − 3√3).
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4.3 10-3知识点闭环

■ 定义与性质：三重积分是空间积分和的极限，𝑓 = 1时给出体积。
■ 直角坐标：长方体直接积分；一般区域用投影法或截面法。
■ 换元法：换函数、换区域、换体积微元。
■ 柱面坐标：旋转体与 𝑥2 + 𝑦2结构首选。
■ 球面坐标：球体、半球、圆锥与 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2结构首选。
■ 对称性：先化简，再计算。
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