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从投影到真实的还原
PART 1



1.1 曲面面积：为什么要加那个根号？

几何关系：投影面积 d𝜎 = d𝐴 ⋅ cos 𝛾。真实面积
d𝐴 = 1

cos𝛾
d𝜎。计算公式：

𝐴 =∬
𝐷
√1+ 𝑧2𝑥 + 𝑧2𝑦 d𝜎

法向量视角
法向量 𝑛⃗ = (𝑓𝑥, 𝑓𝑦, −1)。cos𝛾是法向量与 𝑧
轴夹角的余弦。
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1.2 例 10-15：球冠面积

题：几何练习
计算上半球面 𝑧 = √𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2含在圆柱 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎𝑥内部的面积。

高等数学 5 / 27



1.2 例 10-15：球冠面积・解析 (1/2)

解析步解：
1. 求导与因子：𝑧𝑥 = −𝑥/𝑧, 𝑧𝑦 = −𝑦/𝑧 ⟹ √1+ 𝑧2𝑥 + 𝑧2𝑦 = 𝑎/𝑧。
2. 投影区域：𝐷 ∶ (𝑥 − 𝑎/2)2 + 𝑦2 ≤ (𝑎/2)2。
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1.2 例 10-15：球冠面积・解析 (2/2)

解析步解：
3. 极坐标积分：

𝐴 = 2∫
𝜋/2

0
d𝜃∫

𝑎 cos𝜃

0

𝑎𝑟
√𝑎2 − 𝑟2

d𝑟

4. 结果：
𝐴 = 2𝑎2∫

𝜋/2

0
(1 − sin 𝜃) d𝜃 = (𝜋 − 2)𝑎2
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1.3 例 10-16：锥面面积实战

题：变式练习
计算锥面 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2被平面 𝑧 = 1所截部分的面积。
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1.3 例 10-16：锥面面积・解析

解析：由于 𝑧2𝑥 + 𝑧2𝑦 = 1，面积元素为√2 d𝜎。投影区域为单位圆，面积为 𝜋。故总
面积为√2𝜋。
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质量分布的数学建模
PART 2



2.1 质心 vs形心：物质与几何的差异

■ 质心：物体的“物理中心”。
■ 形心：物体的“几何中心”。

公式回顾：
̄𝑥 = ∭𝑥𝜌 d𝑉

𝑀 , ̄𝑦 = ∭𝑦𝜌 d𝑉
𝑀 , ̄𝑧 = ∭𝑧𝜌 d𝑉

𝑀
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2.2 例 10-17：形心简化计算

题：计算技巧
计算∬𝐷(𝑥 + 2𝑦) d𝜎，其中 𝐷 ∶ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 ≤ 4。
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2.2 例 10-17：形心简化计算・解析

解析步解：
1. 形心位置：圆心 (1, 2) ⟹ ̄𝑥 = 1, ̄𝑦 = 2。
2. 区域面积：𝐴 = 4𝜋。
3. 结论：

𝐼 = ( ̄𝑥 + 2 ̄𝑦) ⋅ 𝐴 = (1 + 4) ⋅ 4𝜋 = 20𝜋
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2.3 惯性矩：旋转运动的阻力

■ 对 𝑥轴：𝐼𝑥 = ∬𝐷 𝑦2𝜌 d𝜎。
■ 对 𝑦轴：𝐼𝑦 = ∬𝐷 𝑥2𝜌 d𝜎。
■ 对原点：𝐼𝑜 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦。
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2.4 例 10-18：均匀圆盘的惯性矩 (对标大纲)

题：物理计算
求半径为 𝑅，密度为 𝜌0的均匀圆盘对圆心的转动惯量 𝐼𝑜。
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2.4 例 10-18：均匀圆盘的惯性矩・解析

解析：
𝐼𝑜 = 𝜌0∫

2𝜋

0
d𝜃∫

𝑅

0
𝑟3 d𝑟 = 𝜌0 ⋅ 2𝜋 ⋅

1
4𝑅

4 = 1
2𝑀𝑅2

其中𝑀 = 𝜌0𝜋𝑅2为总质量。
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2.5 [技巧专题]古尔丁第一定理：面积与旋转

旋转曲面面积
平面曲线 𝐿绕其平面内不相交的轴旋转所得旋转曲面的面积为：

𝑆 = 2𝜋 ⋅ ̄𝑟 ⋅ 𝑙

其中 𝑙是曲线长度， ̄𝑟是曲线形心到旋转轴的距离。
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2.5 [技巧专题]古尔丁第二定理：体积与旋转

旋转体体积
平面区域 𝐷绕轴旋转所得体积为：

𝑉 = 2𝜋 ⋅ ̄𝑟 ⋅ 𝐴

其中 𝐴是区域面积， ̄𝑟是区域形心到轴的距离。
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2.6 例 10-19：圆环体 (Torus)的体积与面积

题：综合应用
圆 𝑥2 + (𝑦 − 𝑏)2 ≤ 𝑎2 (𝑏 > 𝑎)绕 𝑥轴旋转。求：1. 旋转体的体积 𝑉；2.
旋转曲面的面积 𝑆。
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2.6 例 10-19：圆环体实战・解析

解析步解：
1. 体积：形心 (0, 𝑏) → ̄𝑟 = 𝑏。面积 𝐴 = 𝜋𝑎2。

𝑉 = 2𝜋 ⋅ 𝑏 ⋅ (𝜋𝑎2) = 2𝜋2𝑎2𝑏

2. 面积：圆周长 𝑙 = 2𝜋𝑎。形心 (0, 𝑏) → ̄𝑟 = 𝑏。

𝑆 = 2𝜋 ⋅ 𝑏 ⋅ (2𝜋𝑎) = 4𝜋2𝑎𝑏
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2.7 例 10-20：引力分量的处理

题：物理建模
求半球体 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅2, 𝑧 ≥ 0对位于原点的质点𝑚的引力。
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2.7 例 10-20：引力计算・解析 (1/2)

解析步解：
1. 对称性分析：由对称性，𝐹𝑥 = 𝐹𝑦 = 0。总引力沿 𝑧轴。
2. 微元力：d𝐹𝑧 = 𝐺𝑚⋅𝜌 d𝑉

𝑟2
⋅ cos𝜙。
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2.7 例 10-20：引力计算・解析 (2/2)

解析步解：
3. 球面坐标积分：

𝐹𝑧 = 𝐺𝑚𝜌∫
2𝜋

0
d𝜃∫

𝜋/2

0
cos𝜙 sin𝜙 d𝜙∫

𝑅

0

1
𝑟2 ⋅ 𝑟

2 d𝑟

4. 结果：𝐹𝑧 = 𝐺𝑚𝜌 ⋅ 2𝜋 ⋅ 1
2
⋅ 𝑅 = 𝐺𝑚𝜌𝜋𝑅。
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2.8 [练]练习题 6：形心判定

题：判定题
均匀半球体 𝑧 ≥ 0的形心 ̄𝑧 = 3𝑅/8。若密度变为 𝜌 = 𝑘𝑧，质心位置会：
■ (A)向上移 (变大)

■ (B)向下移 (变小)

■ (C)不变
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2.8 [练]练习题 6・解析

解析：密度 𝜌 = 𝑘𝑧意味着上方越重，下方越轻。故质心位置必会向重的一侧偏移。
答案选 A。
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2.9 [总结]重积分应用公式速查

应用类型 公式核心
曲面面积 ∬√1+ 𝑧2𝑥 + 𝑧2𝑦 d𝜎
质心坐标 ∭𝑥𝜌 d𝑉/𝑀
转动惯量 (对 z轴) ∭(𝑥2 + 𝑦2)𝜌 d𝑉
古尔丁体积 2𝜋 ̄𝑟𝐴

高等数学 26 / 27



2.10 10-4知识点闭环

■ 几何：面积与体积的联系。
■ 物理：质心与转动惯量的建模。
■ 计算：善用形心与对称性。

第十章完
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