
12-2常数项无穷级数的审敛法
第 十 二 章 无 穷 级 数
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正项级数：比较与放缩
PART 1



1.1 定义：正项级数

正项级数的定义

若级数
∞
∑
𝑛=1

𝑢𝑛的各项均为非负实数，即：

𝑢𝑛 ≥ 0 (𝑛 = 1, 2, 3,⋯)

则称该级数为正项级数。

基本性质与收敛条件：
■ 单调性：正项级数的部分和数列 {𝑆𝑘}是单调递增的
（𝑆𝑘 = 𝑆𝑘−1 + 𝑢𝑘 ≥ 𝑆𝑘−1）。

■ 有界收敛定理：正项级数收敛的充分必要条件是其部分和数列 {𝑆𝑘}有上界。
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1.2 定理：比较判别法

比较判别法
设∑𝑢𝑛、∑𝑣𝑛均为正项级数，且 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛（从某项起），则：
■ 若∑𝑣𝑛收敛，则∑𝑢𝑛收敛（小的也收敛）。
■ 若∑𝑢𝑛发散，则∑𝑣𝑛发散（大的也发散）。

极限形式（更常用）

若 lim
𝑛→∞

𝑢𝑛
𝑣𝑛

= 𝐿（0 < 𝐿 < +∞），则两级数同敛散。
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1.2 小例题：直接比较的放缩

题：比较判别法热身
判断级数

∞
∑
𝑛=1

1
𝑛2 + 𝑛

的敛散性。
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1.2 小例题：直接比较的放缩・解析

对 𝑛 ≥ 1，有
𝑛2 + 𝑛 ≥ 𝑛2, 0 < 1

𝑛2 + 𝑛 ≤ 1
𝑛2 .

而
∞
∑
𝑛=1

1
𝑛2

是收敛的 𝑝-级数，因此由比较判别法，原级数

收敛.
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1.2 比较判别法：参照级数

过渡
比较法要有参照级数；最常用的参照就是下一步要总结的 𝑝-级数。

■ 分母像 𝑛𝑝：优先比较 𝑝-级数。
■ 通项像 𝑞𝑛：优先比较等比级数。
■ 含三角或对数小量：先用等价无穷小找同阶参照。
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1.3 𝑝-级数与等价无穷小配合使用

𝑝-级数结论
∞
∑
𝑛=1

1
𝑛𝑝：𝑝 > 1时收敛；𝑝 ≤ 1时发散。

常用等价无穷小（𝑛 → ∞时 𝛼𝑛 → 0）：

sin𝛼𝑛 ∼ 𝛼𝑛, tan𝛼𝑛 ∼ 𝛼𝑛, arctan𝛼𝑛 ∼ 𝛼𝑛

1 − cos𝛼𝑛 ∼
𝛼2𝑛
2 , ln(1 + 𝛼𝑛) ∼ 𝛼𝑛, 𝑒𝛼𝑛 − 1 ∼ 𝛼𝑛
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1.3 例题：等价无穷小 +比较判别法

题：应用练习

判断
∞
∑
𝑛=1

arctan
1

𝑛√𝑛
的敛散性。
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1.3 例题・解析：等价无穷小 +比较判别法

解析：
1. 等价替换：当 𝑛 → ∞，arctan 1

𝑛√𝑛
∼ 1
𝑛3/2。

2. 选参照：取 𝑣𝑛 =
1
𝑛3/2，这是 𝑝 = 3/2 > 1的 𝑝-级数，收敛。

3. 极限比：lim𝑛→∞
𝑢𝑛
𝑣𝑛

= lim𝑛→∞
arctan(𝑛−3/2)

𝑛−3/2 = 1 ∈ (0, +∞)。
4. 结论：由比较判别法（极限形式），原级数收敛。
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1.4 定理：比值判别法（D’Alembert）

比值判别法

对正项级数∑𝑢𝑛，设 lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= 𝜌，则：
■ 𝜌 < 1 ⟹ 收敛； 𝜌 > 1（含 +∞）⟹ 发散； 𝜌 = 1 ⟹ 失效。

题：比值法实战

判断
∞
∑
𝑛=1

𝑛𝑛
𝑛! 的敛散性。
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1.4 比值判别法・解析

解析：
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= (𝑛 + 1)𝑛+1
(𝑛 + 1)! ⋅ 𝑛!𝑛𝑛 = (𝑛 + 1)𝑛

𝑛𝑛 = (1 + 1
𝑛)

𝑛
→ 𝑒 > 1

故原级数发散。
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1.4 例题：比值判别法・对比练习

题：对比练习

判断
∞
∑
𝑛=1

𝑛!
𝑛𝑛 的敛散性（注意：分子分母互换！）。
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1.4 比值判别法・对比练习解析

解析：
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= (𝑛 + 1)!
(𝑛 + 1)𝑛+1 ⋅

𝑛𝑛
𝑛! =

𝑛𝑛
(𝑛 + 1)𝑛 = 1

(1 + 1/𝑛)𝑛 → 1
𝑒 < 1.

故原级数收敛。
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1.5 定理：根值判别法（Cauchy）

根值判别法
对正项级数∑𝑢𝑛，设 lim

𝑛→∞
𝑛√𝑢𝑛 = 𝜌，则：

■ 𝜌 < 1 ⟹ 收敛； 𝜌 > 1 ⟹ 发散； 𝜌 = 1 ⟹ 失效。

题：根值法实战

判断
∞
∑
𝑛=1

(2𝑛 + 1
3𝑛 − 1)

𝑛
的敛散性。
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1.5 根值判别法・解析

解析：
1. 取 𝑛次方根：

𝑛√𝑢𝑛 =
2𝑛 + 1
3𝑛 − 1

2. 求极限：
𝜌 = lim

𝑛→∞
2𝑛 + 1
3𝑛 − 1 =

2
3 < 1

3. 结论：原级数收敛。

选法口诀：通项含 𝑛次幂→根值法；含 𝑛!或分段积→比值法。
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1.6 例题：三角函数与等比的混合型

题：综合判断

判断
∞
∑
𝑛=1

2𝑛 sin
𝜋
3𝑛 的敛散性。
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1.6 综合型・解析

解析：
1. 等价替换：当 𝑛 → ∞，sin 𝜋

3𝑛 ∼ 𝜋
3𝑛（因为

𝜋
3𝑛 → 0）。

2. 估量阶：𝑢𝑛 = 2𝑛 sin
𝜋
3𝑛 ∼ 𝜋 ⋅ (23)

𝑛
。

3. 选参照：∑(23)
𝑛
是等比级数，𝑞 = 2

3 < 1，收敛。

4. 结论：lim 𝑢𝑛
(2/3)𝑛 = 𝜋 ∈ (0, +∞)，由比较判别法原级数收敛。
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Leibniz判别法：正负交替
PART 2



2.1 定义：交错级数

交错级数的定义
各项正负相间（符号交替出现）的级数称为交错级数。其一般形式为：

∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝑢𝑛 = 𝑢1 − 𝑢2 + 𝑢3 − 𝑢4 +⋯ (𝑢𝑛 > 0)

或
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛𝑢𝑛 = −𝑢1 + 𝑢2 − 𝑢3 + 𝑢4 −⋯ (𝑢𝑛 > 0)
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2.1 交错级数：典型示例

典型示例：

■ 交错调和级数：
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1 1𝑛 = 1 − 1
2 +

1
3 −

1
4 +⋯

■ 等比交错级数：
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1 12𝑛 = 1
2 −

1
4 +

1
8 −

1
16 +⋯
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2.2 定理：Leibniz判别法

Leibniz判别法

交错级数
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝑢𝑛（𝑢𝑛 > 0），若满足：

1. 𝑢𝑛单调不增：𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛；
2. lim𝑛→∞ 𝑢𝑛 = 0；
则级数收敛，且 |𝑆 − 𝑆𝑛| ≤ 𝑢𝑛+1（余项估计）。

高等数学 23 / 35



2.2 小例题：交错调和级数

题：Leibniz判别法热身
判断交错调和级数

∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1 1𝑛 = 1 − 1
2 +

1
3 −

1
4 +⋯

的敛散性。
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2.2 小例题：交错调和级数・解析（1/2）

令
𝑢𝑛 =

1
𝑛.

则
𝑢𝑛+1 =

1
𝑛 + 1 ≤

1
𝑛 = 𝑢𝑛, lim

𝑛→∞
𝑢𝑛 = 0.

因此由 Leibniz判别法，
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1 1𝑛 收敛.
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2.2 小例题：交错调和级数・解析（2/2）

再看绝对值级数：
∞
∑
𝑛=1

|||(−1)
𝑛−1 1

𝑛
||| =

∞
∑
𝑛=1

1
𝑛.

右端是调和级数，发散。

概念过渡
原级数收敛，但绝对值级数发散。这正是下面要定义的条件收敛。
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2.3 绝对收敛 vs条件收敛

定义
绝对收敛：若∑|𝑢𝑛|收敛，则称∑𝑢𝑛绝对收敛。
条件收敛：若∑𝑢𝑛收敛，但∑|𝑢𝑛|发散。

判断策略：
1. 先检验∑|𝑢𝑛|是否收敛（用正项级数审敛法）。

• 若∑|𝑢𝑛|收敛 ⟹ 绝对收敛。
• 若∑|𝑢𝑛|发散，再用 Leibniz法检验原级数。
• 原级数收敛但∑|𝑢𝑛|发散 ⟹ 条件收敛。
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2.3 例题：绝对/条件收敛的判断

题：综合判断

判断
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛(1 − cos
𝑎
𝑛)（𝑎为常数）的收敛性质。
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2.3 绝对/条件收敛・解析

解析：
1. 先分情况：若 𝑎 = 0，则每一项均为 0，原级数绝对收敛；以下设 𝑎 ≠ 0。
2. 估量阶：1 − cos

𝑎
𝑛 ∼ 1

2 ⋅
𝑎2
𝑛2 =

𝑎2
2𝑛2（𝑛 → ∞）。

3. 检验绝对值级数：
||(−1)𝑛 (1 − cos

𝑎
𝑛)
|| ∼

𝑎2
2𝑛2

∑ 1
𝑛2 是 𝑝 = 2 > 1的 𝑝-级数，收敛。

4. 结论：对任意常数 𝑎，原级数绝对收敛。

高等数学 29 / 35



2.3 例题：参数型条件收敛

题：参数型条件收敛

设
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛 1
𝑛2𝑝 条件收敛，求参数 𝑝的取值范围。
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2.3 参数条件收敛・解析

解析：
1. 必要条件：若 𝑝 ≤ 0，则 1/𝑛2𝑝不趋于 0，原级数发散。
2. Leibniz条件：若 𝑝 > 0，则 1/𝑛2𝑝单调趋零，交错级数收敛。
3. 绝对收敛条件：绝对值级数∑1/𝑛2𝑝在 2𝑝 > 1，即 𝑝 > 1/2时收敛。
4. 条件收敛（非绝对）：需 2𝑝 ≤ 1且 𝑝 > 0，即 0 < 𝑝 ≤ 1

2
。
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收敛级数衍生出什么？
PART 3



若正项级数∑𝑎𝑛收敛⋯⋯

题：选择题

若正项级数
∞
∑
𝑛=1

𝑎𝑛收敛，则（A）。

(A)∑𝑎2𝑛收敛，∑
𝑎𝑛
𝑛 收敛 (B)∑𝑎2𝑛收敛，∑

𝑎𝑛
𝑛 发散

(C)∑𝑎2𝑛发散，∑
𝑎𝑛
𝑛 收敛 (D)∑𝑎2𝑛发散，∑

𝑎𝑛
𝑛 发散
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正项级数性质・解析

解析：
1. ∑𝑎2𝑛收敛：
∑𝑎𝑛收敛⇒ 𝑎𝑛 → 0。故存在 𝑁，当 𝑛 > 𝑁 时 0 ≤ 𝑎𝑛 < 1，从而 𝑎2𝑛 ≤ 𝑎𝑛。
由比较判别法，∑𝑎2𝑛收敛。

2. ∑𝑎𝑛/𝑛收敛：𝑎𝑛
𝑛 ≤ 𝑎𝑛（因为 𝑛 ≥ 1），由比较判别法∑ 𝑎𝑛

𝑛 收敛。

故选 (A)。
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3.1 12-2审敛法总结

方法 适用场景 判定条件
比较判别法（极限形式） 与 𝑝-级数或等比对比 𝐿 ∈ (0, +∞)同敛散
比值判别法 含 𝑛!、𝑎𝑛 𝜌 < 1收敛；𝜌 > 1发散
根值判别法 通项有 𝑛次幂 𝜌 < 1收敛；𝜌 > 1发散
Leibniz判别法 交错级数 单调趋零⇒收敛

下节预告：幂级数
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