
12-3幂 级 数
第 十 二 章 无 穷 级 数
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从常数项级数到函数级数
PART 1



1.1 什么是幂级数？

定义
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 +⋯

称为 𝑥的幂级数，𝑎𝑛称为系数。
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛

是以 𝑥0为中心的幂级数。

核心问题：哪些 𝑥使级数收敛？
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1.2 Abel定理：收敛的对称性

Abel定理
若幂级数∑𝑎𝑛𝑥𝑛 在 𝑥 = 𝑥1（𝑥1 ≠ 0）处收敛，则对所有满足 |𝑥| < |𝑥1|的
𝑥，级数绝对收敛。
若在 𝑥 = 𝑥2处发散，则对所有 |𝑥| > |𝑥2|的 𝑥，级数发散。
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1.2 Abel定理的精简证明

只看“已知收敛⇒内部绝对收敛”。

∑𝑎𝑛𝑥𝑛1 收敛 ⟹ |𝑎𝑛𝑥𝑛1 | ≤ 𝑀

当 |𝑥| < |𝑥1|时，
|𝑎𝑛𝑥𝑛| = |𝑎𝑛𝑥𝑛1 |

|||
𝑥
𝑥1
|||
𝑛
≤ 𝑀 |||

𝑥
𝑥1
|||
𝑛
.

𝑞 = |||
𝑥
𝑥1
||| < 1, ∑𝑀𝑞𝑛收敛.

比较判别法⟹∑𝑎𝑛𝑥𝑛绝对收敛.
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1.2 典型题型：Abel定理选择题

题：Abel定理应用

设幂级数
∞
∑
𝑛=1

𝑎𝑛𝑥𝑛 在 𝑥 = −3处收敛，在 𝑥 = 4处发散，则该级数在

𝑥 = 2处必定（ ）。
(A)发散 (B)条件收敛 (C)绝对收敛 (D)敛散性不确定
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1.2 典型题型：Abel定理选择题・解析

1. 𝑥 = −3处收敛：
|𝑥| < 3⟹绝对收敛.

2. 𝑥 = 4处发散：
|𝑥| > 4⟹发散.

3. |2| = 2 < 3，故 𝑥 = 2处必定绝对收敛。
故选 C.
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1.3 收敛区间与收敛半径的定义

定义：收敛半径与收敛区间
对幂级数∑𝑎𝑛𝑥𝑛，存在 𝑅 ∈ [0, +∞]：

|𝑥| < 𝑅 ⇒绝对收敛, |𝑥| > 𝑅 ⇒发散.

𝑅称为收敛半径，(−𝑅, 𝑅)称为收敛区间。

端点不能靠半径判断
𝑥 = ±𝑅需分别代入原级数检验；收敛区间加上收敛端点，才是收敛域。
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1.3 收敛半径的求法定理

定理：比值法与根值法
若

lim
𝑛→∞

|||
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

||| = 𝜌 或 lim
𝑛→∞

𝑛√|𝑎𝑛| = 𝜌,

则

𝑅 =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

1
𝜌, 0 < 𝜌 < +∞
+∞, 𝜌 = 0
0, 𝜌 = +∞

求 𝑅的本质：求一个数列极限.
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1.3 收敛半径公式的来源说明

设 𝑢𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛，则

lim
𝑛→∞

|||
𝑢𝑛+1(𝑥)
𝑢𝑛(𝑥)

||| = |𝑥| lim
𝑛→∞

|||
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

||| = 𝜌|𝑥|.

𝜌|𝑥| < 1⟺ |𝑥| < 1
𝜌 ⇒ 绝对收敛.

𝜌|𝑥| > 1⟺ |𝑥| > 1
𝜌 ⇒ 发散.

因此 𝑅 = 1
𝜌 .
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三步走：半径 →端点 →定域
PART 2



2.1 求收敛域的完整流程

1. 先求半径
𝜌 = lim

𝑛→∞
|||
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

||| , 𝑅 = 1
𝜌.

2. 再验端点
𝑥 = 𝑅, 𝑥 = −𝑅.

3. 最后写域
收敛域 = (−𝑅, 𝑅) +收敛端点.

常见失分点
端点必须代入原级数，不能只写 (−𝑅, 𝑅)。
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2.2 例 12-3-1：交错型幂级数

题：求收敛半径和收敛域
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛 𝑥𝑛
𝑛 ⋅ 2𝑛
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2.2 例 12-3-1・解析

1. 比值法：
|||
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

||| =
𝑛

2(𝑛 + 1)|𝑥|⟶
|𝑥|
2 .

因此 |𝑥| < 2，𝑅 = 2。
2. 端点：

𝑥 = 2 ∶
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛
𝑛 收敛; 𝑥 = −2 ∶

∞
∑
𝑛=1

1
𝑛 发散.

3. 收敛域：(−2, 2]。
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先定义对象，再使用运算工具
PART 3



3.1 什么是幂级数的和函数？

定义

设幂级数
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛的收敛域为 𝐷。对每个 𝑥 ∈ 𝐷，数项级数有一个和：

𝑆(𝑥) =
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛.

函数 𝑆(𝑥)称为该幂级数的和函数。

核心任务：把级数写成一个熟悉函数。
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3.1 最基本的和函数：等比级数

核心公式

1
1 − 𝑥 =

∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛, |𝑥| < 1.

这说明：
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛 的和函数是 𝑆(𝑥) = 1
1 − 𝑥.
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3.1 等比级数和函数的推导

部分和：
𝑆𝑁(𝑥) = 1 + 𝑥 +⋯+ 𝑥𝑁 = 1 − 𝑥𝑁+1

1 − 𝑥 .

当 |𝑥| < 1时，𝑥𝑁+1 → 0，于是
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑆𝑁(𝑥) =
1

1 − 𝑥.

1
1 − 𝑥 = ∑∞

𝑛=0 𝑥𝑛, |𝑥| < 1.
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3.2 定理：逐项求导与逐项积分

运算定理
设

𝑆(𝑥) =
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛, 𝑅 > 0.

则在 (−𝑅, 𝑅)内：

■ 𝑆′(𝑥) =
∞
∑
𝑛=1

𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−1；

■ ∫
𝑥

0
𝑆(𝑡) d𝑡 =

∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛
𝑛 + 1𝑥

𝑛+1。
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3.2 运算定理的使用范围

直观理解
在收敛区间内，幂级数可以像多项式一样逐项运算：

d
d𝑥 (

∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛) =
∞
∑
𝑛=0

d
d𝑥(𝑎𝑛𝑥

𝑛).

注意
逐项求导、逐项积分只在收敛区间内部直接使用；端点另验。
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3.2 和函数求法的出发点

从等比级数变形

1
1 − 𝑥 =

∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛

求导/积分 ⟹ 凑通项 ⟹ 得到𝑆(𝑥).

■ 出现 𝑛、𝑛(𝑛 + 1)：优先求导。
■ 出现 1

𝑛 + 1：优先积分。
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3.3 例 12-3-2：和函数求解

题：求和函数及特殊值

求级数
∞
∑
𝑛=1

𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛的和函数，并求级数
∞
∑
𝑛=1

𝑛(𝑛 − 1)
3𝑛 的和。
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3.3 例 12-3-2：和函数求解・解析（1/3）

对 𝑢𝑛(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛，

lim
𝑛→∞

|||
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

||| = lim
𝑛→∞

(𝑛 + 1)𝑛
𝑛(𝑛 − 1)|𝑥| = |𝑥|.

所以 𝑅 = 1，收敛区间为 (−1, 1)。

𝑥 = ±1 ∶ 𝑛(𝑛 − 1)(±1)𝑛↛0,

两端点发散，收敛域为 (−1, 1)。
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3.3 例 12-3-2：和函数求解・解析（2/3）

对 |𝑥| < 1，
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛 = 1
1 − 𝑥,

∞
∑
𝑛=1

𝑛𝑥𝑛−1 = 1
(1 − 𝑥)2 ,

∞
∑
𝑛=2

𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2 = 2
(1 − 𝑥)3 .

目标级数多了 𝑥2：
∞
∑
𝑛=1

𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛 = 𝑥2
∞
∑
𝑛=2

𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2.
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3.3 例 12-3-2：和函数求解・解析（3/3）

和函数：
𝑆(𝑥) = 𝑥2 ⋅ 2

(1 − 𝑥)3 =
2𝑥2

(1 − 𝑥)3 , 𝑥 ∈ (−1, 1).

代入 𝑥 = 1
3：

∞
∑
𝑛=1

𝑛(𝑛 − 1)
3𝑛 = 𝑆(13) =

2/9
8/27 =

3
4.
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3.3 方法框架：和函数题型

必须抓住的三步

1
1 − 𝑥 =

∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛

求导/积分 ⟹ 凑通项 ⟹ 代特殊值.
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3.4 例 12-3-3：混合型幂级数

题：分拆求和

求级数
∞
∑
𝑛=1

(1𝑛 + 𝑛) 𝑥𝑛的收敛域并求其和函数。
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3.4 例 12-3-3：混合型幂级数・解析（1/2）

先拆分：
𝑆(𝑥) =

∞
∑
𝑛=1

𝑥𝑛
𝑛⏟⎵⏟⎵⏟

𝑆1(𝑥)

+
∞
∑
𝑛=1

𝑛𝑥𝑛
⏟⎵⏟⎵⏟
𝑆2(𝑥)

.

第一部分用积分：
𝑆1(𝑥) = ∫

𝑥

0

1
1 − 𝑡 d𝑡 = − ln(1 − 𝑥).

端点检验给出 𝑆1的收敛域：[−1, 1)。
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3.4 例 12-3-3：混合型幂级数・解析（2/2）

第二部分用求导：

𝑆2(𝑥) = 𝑥 (
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛)
′

= 𝑥 ( 1
1 − 𝑥)

′
= 𝑥
(1 − 𝑥)2 .

𝑆2两端点均发散，收敛域为 (−1, 1)。

[−1, 1) ∩ (−1, 1) = (−1, 1).

𝑆(𝑥) = − ln(1 − 𝑥) + 𝑥
(1 − 𝑥)2 , 𝑥 ∈ (−1, 1).
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3.5 12-3知识地图

■ Abel定理：已知某点收敛⇒内部点绝对收敛。
■ 求 𝑅：比值法 𝜌 = lim |𝑎𝑛+1/𝑎𝑛|，𝑅 = 1/𝜌。
■ 端点检验：Leibniz法、𝑝-级数等，决定开/闭区间。
■ 和函数：从 1

1 − 𝑥 = ∑𝑥𝑛出发，求导或积分后代入特殊值。

下节预告：函数的幂级数展开
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