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先明确“展开”的含义
PART 1



1.1 什么叫函数展开成幂级数？

定义
若在 𝑥0附近有

𝑓(𝑥) =
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛,

则称 𝑓(𝑥)在 𝑥0处展开成幂级数。

展开的目标：找系数 𝑎𝑛和收敛范围。
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1.1 为什么要展开成幂级数？

■ 多项式最容易计算。
■ 幂级数可逐项求导、积分。
■ 特殊值可转化为数值级数求和。

关键词

函数⟶幂级数
幂级数⟶计算
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1.1 Taylor展开与 Maclaurin展开

Taylor公式
若 𝑓(𝑥)可在 𝑥0附近展开成幂级数，则

𝑓(𝑥) =
∞
∑
𝑛=0

𝑓(𝑛)(𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛.

𝑥0 = 0时，称为 Maclaurin展开。
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1.2 必记：基本 Maclaurin展开式（1/2）

1.
1

1 − 𝑥 =
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛， 𝑥 ∈ (−1, 1)

2. 𝑒𝑥 =
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛
𝑛!， 𝑥 ∈ (−∞,+∞)

3. sin𝑥 =
∞
∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑥2𝑛+1
(2𝑛 + 1)! ， 𝑥 ∈ (−∞,+∞)

4. cos𝑥 =
∞
∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑥2𝑛
(2𝑛)! ， 𝑥 ∈ (−∞,+∞)
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1.2 必记：基本 Maclaurin展开式（2/2）

5. ln(1 + 𝑥) =
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛 𝑥𝑛， 𝑥 ∈ (−1, 1]

6. (1 + 𝑥)𝛼 =
∞
∑
𝑛=0

(𝛼𝑛)𝑥
𝑛， 𝑥 ∈ (−1, 1)

其中 (𝛼
𝑛
) = 𝛼(𝛼 − 1)⋯ (𝛼 − 𝑛 + 1)

𝑛! ，(𝛼
0
) = 1。

使用建议

先认标准式，再做代换；有理函数优先靠拢 1
1 − 𝑥。
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1.3 六个基本展开式：怎么记？（1/3）

先抓住一个母公式
1

1 − 𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +⋯ , |𝑥| < 1.

有理函数展开时，优先想办法凑成 1
1 − □。

■ 𝑒𝑥：各次幂都有，分母按阶乘走。
■ sin𝑥只取奇次幂，cos𝑥只取偶次幂，符号都是正负交替。

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2
2! +⋯ , sin𝑥 = 𝑥 − 𝑥3

3! +⋯ , cos𝑥 = 1 − 𝑥2
2! +⋯
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1.3 六个基本展开式：怎么记？（2/3）

ln(1 + 𝑥)：由 1
1 + 𝑥 积分得到

1
1 + 𝑥 = 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 +⋯

ln(1 + 𝑥) = 𝑥 − 𝑥2
2 + 𝑥3

3 − 𝑥4
4 +⋯

记忆点：正负交替，分母就是次数。
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1.3 六个基本展开式：怎么记？（3/3）

(1 + 𝑥)𝛼：系数按下降乘积生成

(1 + 𝑥)𝛼 = 1 + 𝛼𝑥 + 𝛼(𝛼 − 1)
2! 𝑥2 + 𝛼(𝛼 − 1)(𝛼 − 2)

3! 𝑥3 +⋯

记忆点：上面逐步减 1，下面是阶乘。
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变量代换与部分分数分解
PART 2



2.1 技巧 1：变量代换（凑标准型）

核心思路

𝑓(𝑥) ⟶ 1
1 − □ , ln(1 + □), 𝑒□, sin□, cos□.

题：典型示范

将 𝑓(𝑥) = 1
(1 − 𝑥)2 展成 𝑥的幂级数，并求

∞
∑
𝑛=0

𝑛 + 1
2𝑛 。
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2.1 技巧 1・解析：逐项求导

1. 从基本展开出发：
1

1 − 𝑥 =
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛, |𝑥| < 1.

2. 两端求导：
1

(1 − 𝑥)2 =
∞
∑
𝑛=0

(𝑛 + 1)𝑥𝑛, |𝑥| < 1.

3. 令 𝑥 = 1
2：

∞
∑
𝑛=0

𝑛 + 1
2𝑛 = 1

(1 − 1
2
)2
= 4.
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2.2 技巧 2：部分分数分解

核心思路

有理分式 ⟶ 𝐴
𝑥− 𝑎 +

𝐵
𝑥 − 𝑏 +⋯

分别化成 1
1 − □ 型后展开。

若题目要求展成 (𝑥 − 𝑥0)的幂级数，先令

𝑡 = 𝑥 − 𝑥0.
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2.3 典型题型：展成 (𝑥 − 1)的幂级数

题：部分分数 +变量代换

将函数 𝑓(𝑥) = 1
𝑥2 + 4𝑥 + 3 展开成 𝑥 − 1的幂级数。
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2.3 典型题型：展成 (𝑥 − 1)的幂级数・解析（1/2）

1. 因式分解：
𝑥2 + 4𝑥 + 3 = (𝑥 + 1)(𝑥 + 3).

2. 部分分数：
1

(𝑥 + 1)(𝑥 + 3) =
1
2 (

1
𝑥 + 1 −

1
𝑥 + 3) .

3. 令 𝑡 = 𝑥 − 1，则 𝑥 + 1 = 𝑡 + 2，𝑥 + 3 = 𝑡 + 4。
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2.3 典型题型：展成 (𝑥 − 1)的幂级数・解析（2/2）

由 𝑡 = 𝑥 − 1，有

1
𝑥 + 1 =

1
𝑡 + 2 =

1
2

1
1 + 𝑡/2 =

1
2

∞
∑
𝑛=0

(− 𝑡2)
𝑛
, |𝑡| < 2,

1
𝑥 + 3 =

1
𝑡 + 4 =

1
4

1
1 + 𝑡/4 =

1
4

∞
∑
𝑛=0

(− 𝑡4)
𝑛
, |𝑡| < 4.

𝑓(𝑥) =
∞
∑
𝑛=0

(−1)𝑛 ( 1
2𝑛+2 −

1
22𝑛+3 ) (𝑥 − 1)𝑛, |𝑥 − 1| < 2.
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2.4 例 12-4-2：展成 (𝑥 + 3)的幂级数

题：移心展开

将 𝑓(𝑥) = 1
𝑥2 + 3𝑥 + 2 展成 𝑥 + 3的幂级数。
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2.4 例 12-4-2・解析（1/2）

1. 因式分解与部分分数：
1

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2) =
1

𝑥 + 1 −
1

𝑥 + 2

2. 令 𝑡 = 𝑥 + 3，则 𝑥 + 1 = 𝑡 − 2，𝑥 + 2 = 𝑡 − 1：

1
𝑥 + 1 = −12 ⋅

1
1 − 𝑡/2 = −12

∞
∑
𝑛=0

𝑡𝑛
2𝑛 , |𝑡| < 2
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2.4 例 12-4-2・解析（2/2）

继续展开：
1

𝑥 + 2 = − 1
1 − 𝑡 = −

∞
∑
𝑛=0

𝑡𝑛, |𝑡| < 1.

合并并取交集 |𝑡| < 1：

𝑓(𝑥) =
∞
∑
𝑛=0

(1 − 1
2𝑛+1 ) (𝑥 + 3)𝑛, |𝑥 + 3| < 1.
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展开 +特殊值：双重收益
PART 3



思路总结：展开策略的选择

函数形式 推荐方法 出发公式
1

1 ± □ 直接代换 ∑𝑥𝑛

有理分式（可因式分解） 部分分数 ∑𝑥𝑛

含 ln 凑 ln(1 + □) ∑ (−1)𝑛−1

𝑛
𝑥𝑛

含 𝑒□ 直接代换 ∑ 𝑥𝑛

𝑛!
1/(1 − 𝑥)2型 求导 由∑𝑥𝑛导出
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例题：展开后求数值级数和

题：综合应用

将 𝑓(𝑥) = − ln(1 − 𝑥)展成 𝑥的幂级数，并求
∞
∑
𝑛=0

1
(𝑛 + 1)2𝑛 的值。
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展开后求数值级数和・解析（1/2）

1
1 − 𝑥 =

∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛 (|𝑥| < 1).

两端从 0到 𝑥积分：

− ln(1 − 𝑥) =
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛+1
𝑛 + 1, |𝑥| < 1.
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展开后求数值级数和・解析（2/2）

令 𝑥 = 1
2：

∞
∑
𝑛=0

1
(𝑛 + 1)2𝑛+1 = − ln (1 − 1

2) = ln 2.

因此
∞
∑
𝑛=0

1
(𝑛 + 1)2𝑛 = 2 ln 2.
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展开后求数值级数和・标准套路

三步法

展开 ⟹ 识别𝑆(𝑥0) ⟹ 代入.
代入前先确认 𝑥0在收敛范围内。

高等数学 27 / 28



3.1 第十二章总结：无穷级数全景

■ 12-1概念与性质：部分和极限定义收敛；等比级数；必要条件（𝑢𝑛 → 0）。
■ 12-2审敛法：比较法（极限形式）；比值法；根值法；Leibniz法；绝对/条件收敛。
■ 12-3幂级数：收敛半径 𝑅；Abel定理；端点检验；逐项求导/积分求和函数。
■ 12-4幂级数展开：六大基本展开式；变量代换；部分分数分解；展开求数值级
数和。

复习时以审敛、幂级数和函数、函数展开为核心。

高等数学 28 / 28


	Taylor 展开与 Maclaurin 展开
	展开的核心思想
	六个基本展开式
	记忆与推导技巧

	展开技巧
	变量代换法
	部分分数法
	例 12-4-1：展成 x-1 的幂级数
	例 12-4-2：展成 x+3 的幂级数

	综合例题
	12-4 全章总结


