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偏导数的基本概念与本质
PART 1



1.1 偏导数定义：控制变量的降维打击

数学基石：
设 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0)的某一邻
域内有定义。将 𝑦固定在 𝑦0，只让 𝑥有
增量 Δ𝑥：
𝜕𝑧
𝜕𝑥
|||𝑃0

= lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝑥0 + Δ𝑥, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)
Δ𝑥

同理，若固定 𝑥，考察由 𝑦单独引起的改
变率，即为对 𝑦的偏导数。

哲学思辨

世界是多元交织的，但在某一瞬间，我们为了理解系统的局部响
应，必须强行“冻结”其它维度，去探究单一维度的孤立因果关系。
这正是科学研究中最纯粹且强大的“控制变量法”。
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1.2 定义法深潜 (对标作业 114)

题：极限定义中的比例系数

设 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)且 𝜕𝑧
𝜕𝑥
||(𝑥0,𝑦0)

= 𝑎，则求下述极限：

lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝑥0 + 3Δ𝑥, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)
Δ𝑥
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1.2 定义法深潜・解析

解析步解：
1. 核心逻辑：导数定义的本质是“函数增量”与“自变量增量”的比值。
2. 凑项法：为了匹配定义，分母必须与分子括号内的改变量 3Δ𝑥严格一致。

原式 = 3 ⋅ lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝑥0 + 3Δ𝑥, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)
3Δ𝑥

= 3 ⋅ 𝜕𝑧𝜕𝑥
||(𝑥0,𝑦0)

= 3𝑎

注意：方法论指导
看到 Δ𝑥前有系数时，永远记得“配平”分母，多出来的系数就是最终的乘积
因子。
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1.2 [Error Alert]偏导存在的陷阱：存在不等于连续

直觉陷阱
在一元函数中，导数存在必连续；但在多
元函数中，偏导数存在 ⟹̸ 连续。
原因剖析：
偏导数只保证了沿着坐标轴方向的趋近行为，
并未涵盖通过其它路径（如直线、抛物线等）趋
向该点的状态。

图：反例：偏导在中心皆为 0，但曲面突跳不连
续

高等数学 7 / 28



1.3 跨界隐喻 [Metaphor View]：全息医学 CT切片

■ 整体系统：三维曲面 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)。
■ 强行固定：令 𝑦 = 𝑦0，在空间几何上相
当于用一堵平面 𝑦 = 𝑦0对整个空间切
下了一刀。

■ 降维切痕：此时曲面在这堵平整墙面上
留下了一条交线。偏导数的本质就是这
条交线在 (𝑥0, 𝑦0)处的切线斜率。

注意：医学成像视角
就像 CT扫描，为了了解人体，我们必
须一层层进行平面切割。求算偏导数，
其实就是微积分几何里的 CT切片技
术。 图：三维曲面的平面切片与偏导数几何意

义
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1.3 [Engineering Insight]灵敏度分析：误差的源头

工业设计场景: 零件尺寸 𝐿(𝑥, 𝑦)
■ 背景: 假设一个零件的最终长度受
温度 𝑥和压力 𝑦共同影响。

■ 偏导意义:
𝜕𝐿
𝜕𝑥
衡量了零件对温度波

动的“敏感度”。
■ 结论: 在精密制造中，我们通过求偏
导数来确定哪个环境因子最容易导
致产品超差，从而优先控制该维度
的波动。

图：敏感度热力图：偏导数绝对值越大，颜色越
深
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偏导数的精准计算・阶梯式通关
PART 2



2.1 运算法则：主元的“霸权”

操作准则：求对 𝑥的偏导数时，把 𝑦视同为无生命的常数铁块！直接套用一元函
数的求导公式矩阵即可。

题：基础求导练习
计算 𝑧 = 𝑒𝑥 sin 𝑦 + 𝑥2𝑦3的一阶偏导数。
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2.1 基础求导练习・解析

解析步解：
■ 求 𝑧𝑥：此时 sin 𝑦是常数，𝑦3也是常数。

𝑧𝑥 =
𝜕(𝑒𝑥 sin 𝑦)

𝜕𝑥 + 𝜕(𝑥2𝑦3)
𝜕𝑥 = 𝑒𝑥 sin 𝑦 + 2𝑥𝑦3

■ 求 𝑧𝑦：此时 𝑒𝑥是常数，𝑥2也是常数。

𝑧𝑦 =
𝜕(𝑒𝑥 sin 𝑦)

𝜕𝑦 + 𝜕(𝑥2𝑦3)
𝜕𝑦 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 3𝑥2𝑦2
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2.2 结构变异计算练兵场 (对标作业 124)

题：联合运算结果判定
设函数结构为：

𝑧 = 𝑥2𝑒𝑦 + (𝑥 − 1) arctan 𝑦𝑥

求：𝜕𝑧𝜕𝑥
|||(1,0)

+ 𝜕𝑧
𝜕𝑦
|||(1,0)

的最终结果。
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2.2 结构变异计算练兵场・解析

解析拆解 (对 𝑥求导)：由于 𝑧是两项相加，我们分项攻克：
1. 第一项 𝜕𝑥(𝑥2𝑒𝑦) = 2𝑥𝑒𝑦。
2. 第二项是乘积：𝜕𝑥[(𝑥 − 1) arctan(𝑦/𝑥)] = 1 ⋅ arctan(𝑦/𝑥) + (𝑥 − 1) ⋅ (… )。
将 (1, 0)带入上述结构：
■ 2𝑥𝑒𝑦 → 2 ⋅ 1 ⋅ 1 = 2。
■ arctan(0) → 0。
■ (𝑥 − 1) → (1 − 1) = 0，导致最复杂的导数项瞬间消失！
故：𝑧𝑥(1, 0) = 2。
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2.2 结构变异计算练兵场・继续对 𝑦求导

解析拆解 (对 𝑦求导)：
1. 𝜕𝑦(𝑥2𝑒𝑦) = 𝑥2𝑒𝑦 → 12 ⋅ 1 = 1。
2. 𝜕𝑦[(𝑥 − 1) arctan(𝑦/𝑥)] = (𝑥 − 1) ⋅ 1

1+(𝑦/𝑥)2
1
𝑥
→ (1 − 1) ⋅ (… ) = 0。

故：𝑧𝑦(1, 0) = 1。
最终结果：2 + 1 = 3。
注意：心智模型：点位前瞻压缩
在求多元函数在某点处的偏导数时，先观察结构。如果某一项包含 (𝑥−𝑥0)
且该项只需要对 𝑦求导，那么代入点后它通常会变为 0，从而豁免了繁琐的
链式推导。

高等数学 15 / 28



2.3 三元复杂结构的降阶技巧 (对标作业 130)

题：求 𝑓′𝑥(0, 0, 0)

设 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 cos𝑦+𝑦 cos𝑧+𝑧 cos𝑥
1+cos𝑥+cos𝑦+cos𝑧

，求其在原点对 𝑥的偏导数。
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2.3 三元复杂结构・解析

策略选择：先行固定法为了求 𝑓𝑥(0, 0, 0)，根据定义，我们实际上是在研究一元函
数 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥, 0, 0)的导数。
1. 第一步：变量冻结。令 𝑦 = 0, 𝑧 = 0：

𝑓(𝑥, 0, 0) = 𝑥 ⋅ 1 + 0 + 0
1 + cos𝑥 + 1 + 1 =

𝑥
3 + cos𝑥

2. 第二步：一元求导。

𝑓𝑥(0, 0, 0) =
d
d𝑥 (

𝑥
3 + cos𝑥)

|||𝑥=0

= 1 ⋅ (3 + cos𝑥) − 𝑥 ⋅ (− sin𝑥)
(3 + cos𝑥)2

|||𝑥=0
= 3 + 1 − 0

42 = 1
4
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2.4 分段函数的“雷区”(对标作业 119)

题：坐标轴上的偏导判定

设 𝑓(𝑥, 𝑦) = {
sin(𝑥2𝑦)
𝑥𝑦

, 𝑥𝑦 ≠ 0
0, 𝑥𝑦 = 0

，求 𝑓𝑥(0, 1)。
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2.4 分段函数的“雷区”・解析

解析步解：对于分段点，只能回到定义进行最原始的极限收敛测试。
1. 构造定义极限：𝑓𝑥(0, 1) = lim𝑥→0

𝑓(𝑥,1)−𝑓(0,1)
𝑥

。
2. 代入 𝑦 = 1时的函数结构：

𝑓𝑥(0, 1) = lim
𝑥→0

sin(𝑥2⋅1)
𝑥⋅1

− 0
𝑥 = lim

𝑥→0
sin𝑥2
𝑥2

3. 根据重要极限结果，该值为 1。
注意：避坑指南
绝对不要试图先求出非零区域的导函数再强行带入。这在分段点处往往会
导致严重的逻辑错误或计算陷阱。
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高阶偏导数：导数的再演化
PART 3



3.1 理论基石：导函数依然是函数

核心逻辑：
设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)具有偏导数 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦)与
𝑓𝑦(𝑥, 𝑦)。
因为这两个导函数依然是 𝑥和 𝑦的函数，所以我们
可以继续对它们求偏导数！这就产生了一共 4个二
阶偏导数：

算子与符号规范
𝜕
𝜕𝑥
(𝜕𝑧
𝜕𝑥
) = 𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
= 𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)

𝜕
𝜕𝑦
(𝜕𝑧
𝜕𝑦
) = 𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= 𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)

𝜕
𝜕𝑦
(𝜕𝑧
𝜕𝑥
) = 𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)

𝜕
𝜕𝑥
(𝜕𝑧
𝜕𝑦
) = 𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 𝑓𝑦𝑥(𝑥, 𝑦)

注意：注意求导顺序
混合偏导数下角标 𝑓𝑥𝑦 是从左往右读：先对 𝑥，后对 𝑦求导。而莱布尼茨算子 𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
则是在分

母从右往左读：先 𝑥后 𝑦。这两者表示的执行顺序一致，但在排版书写方向上刚好相反。
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3.2 基础算例与有趣现象

题：基础刻意练习
计算 𝑧 = 𝑥3𝑦2 − 𝑒2𝑥的四个二阶偏导数。

第一步：求一阶导 (控制变量思维)

𝑧𝑥 = 3𝑥2𝑦2 − 2𝑒2𝑥, 𝑧𝑦 = 2𝑥3𝑦
第二步：对一阶导再套偏导算子
■ 纯偏导：𝑧𝑥𝑥 = 𝜕

𝜕𝑥
(3𝑥2𝑦2 − 2𝑒2𝑥) = 6𝑥𝑦2 − 4𝑒2𝑥, 𝑧𝑦𝑦 =

𝜕
𝜕𝑦
(2𝑥3𝑦) = 2𝑥3

■ 混合偏导：𝑧𝑥𝑦 = 𝜕
𝜕𝑦
(3𝑥2𝑦2 − 2𝑒2𝑥) = 6𝑥2𝑦

■ 混合偏导：𝑧𝑦𝑥 = 𝜕
𝜕𝑥
(2𝑥3𝑦) = 6𝑥2𝑦
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3.2 重要推论：克莱罗定理

克莱罗定理 (Clairaut’s Theorem)

发现规律：在刚才的计算中神奇地发现 𝑧𝑥𝑦 = 𝑧𝑦𝑥！这并非巧合。
如果函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)的两个二阶混合偏导数在区域内连续，则在此区域必
然存在：

𝑓𝑥𝑦 = 𝑓𝑦𝑥
计算启示：求导顺序允许交换，实战中可选择“最易消除复杂变量”的路径
先进行求导！这大幅降低了我们的计算量。
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3.2 认知反转：克莱罗定理的硬核反例

注意：反例探究：皮亚诺反例 (Peano’s Counterexample)

考察分段函数（专门构造的连续但不具备二阶混合偏导连续性的数学刺客）：

𝑓(𝑥, 𝑦) = {𝑥𝑦
𝑥2−𝑦2

𝑥2+𝑦2
, (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)

0, (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

当 (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)时，它的两个一阶偏导数分别为（有兴趣可课后自行验证）：

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑥
4 + 4𝑥2𝑦2 − 𝑦4
(𝑥2 + 𝑦2)2 , 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑥

4 − 4𝑥2𝑦2 − 𝑦4
(𝑥2 + 𝑦2)2

灵魂拷问：在原点 (0, 0)处，混合偏导数 𝑓𝑥𝑦(0, 0)和 𝑓𝑦𝑥(0, 0)还相等吗？
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3.2 认知反转：连续性破坏了交换律

我们只能按导数定义在原点硬算。先求原点沿轴向的一阶偏导：
将 𝑥 = 0代入得 𝑓𝑥(0, 𝑦) = 𝑦−𝑦

4

𝑦4
= −𝑦。同理 𝑓𝑦(𝑥, 0) = 𝑥𝑥

4

𝑥4
= 𝑥。

进而在原点求二阶混合偏导数（注意定义式分母为步长）：
■ 先 𝑥后 𝑦：𝑓𝑥𝑦(0, 0) = limΔ𝑦→0

𝑓𝑥(0,Δ𝑦)−𝑓𝑥(0,0)
Δ𝑦

= limΔ𝑦→0
−Δ𝑦−0
Δ𝑦

= −1

■ 先 𝑦后 𝑥：𝑓𝑦𝑥(0, 0) = limΔ𝑥→0
𝑓𝑦(Δ𝑥,0)−𝑓𝑦(0,0)

Δ𝑥
= limΔ𝑥→0

Δ𝑥−0
Δ𝑥

= 1

惊人结论：𝑓𝑥𝑦(0, 0) ≠ 𝑓𝑦𝑥(0, 0)！
（原因正出在它的二阶混合偏导数在 (0, 0)点并不连续，定理前提失效。）
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3.3 高阶算子炼狱 (对标作业 136)

有了基础框架，让我们来挑战复合算子的极限。

题：幂指函数的动态偏导交错

设多元空间函数构建为 𝑢 = 𝑥
𝑦
𝑧，试求混合偏导数：

𝜕2𝑢
𝜕𝑧𝜕𝑥

（提示：从右向左解读算子，先对 𝑥施加算子，再对 𝑧施加算子）。
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3.3 高阶算子炼狱・解析与降维

这是一道经典的“三层复合结构”，我们需要使用剥洋葱的策略：
1. 内层算子（先对 𝑥处理）：此时视 𝑦, 𝑧为常数铁块。整体结构退化为典型的幂
函数 𝑥𝑛：

𝜕𝑢
𝜕𝑥 = 𝑦

𝑧𝑥
𝑦
𝑧
−1

2. 外层算子（对 𝑧施加算子）：此时 𝑥, 𝑦被锁定。观察内层结果结构，常数系数 𝑦
𝑧

中包含 𝑧，指数位置 𝑦
𝑧
− 1也包含 𝑧。此为乘积求导法则！
𝜕2𝑢
𝜕𝑧𝜕𝑥 = 𝜕

𝜕𝑧 [𝑦 ⋅ 𝑧
−1 ⋅ 𝑥𝑦𝑧−1−1]

= 𝑦( − 𝑧−2)𝑥
𝑦
𝑧
−1 + 𝑦

𝑧 ⋅ 𝑥
𝑦
𝑧
−1 ⋅ ln𝑥 ⋅ (− 𝑦

𝑧2 )

最终提取公共成分 𝑥
𝑦
𝑧
−1：

𝜕2𝑢
𝜕𝑧𝜕𝑥 = − 𝑦

𝑧2𝑥
𝑦
𝑧
−1 (1 + 𝑦
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3.3 9-2模块知识点归纳索引

■ 底层逻辑：控制变量法，强行在三维时空中切出二维截面（CT切片）。
■ 计算三部曲：

1. 首先观察是否为分段点 ⟹ 必须用定义法。
2. 观察是否涉及特定点数值 ⟹ 利用特定点位压缩计算项。
3. 普适计算 ⟹ 视其余变量为铁块，直接套公式。

■ 工程实践：偏导数即为“灵敏度”，指导我们寻找系统波动的核心风险点。

下节导思：从单点偏导走向多维时空的合成——全微分
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