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全微分的几何灵魂与定义
PART 1



1.1 微分的本质：寻找“线性主部”

一元函数回顾：
Δ𝑦 = 𝑓′(𝑥)Δ𝑥 + 𝑜(Δ𝑥)
这里的 𝑓′(𝑥)Δ𝑥正是以直代曲的“线性
主部”。
多元函数全增量：
设 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)，全增量为：

Δ𝑧 = 𝑓(𝑥0 + Δ𝑥, 𝑦0 + Δ𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

如果可以写成：

Δ𝑧 = 𝐴Δ𝑥 + 𝐵Δ𝑦 + 𝑜(𝜌)

其中 𝜌 = √Δ𝑥2 + Δ𝑦2，则称其为全微
分。

哲学思辨

局部线性论 (Local Linearity)
无论宏观宇宙多么崎岖复杂，在无限微小的局部，事物总是趋于
平整的线性。微积分的使命，就是抓取这瞬间的平直。
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1.2 跨界隐喻 [Metaphor View]：切平面与精密织物

■ 宏观曲面：多维数学中的复杂函数。
■ 微观切片：航天服外壳在宏观是起
伏不定的。

■ 全微分映射：但在高倍显微镜下，每
一根交叉的纤维所构建出的局部网
格，都是一个近乎完美的平面（全微
分）。

注意：几何心智
全微分 𝑑𝑧对应的是该点处“切平
面”的抬升高度。 图：网格平面：全微分的线性拟合
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1.2 [Error Alert]核心判定：三角逻辑与生杀大权

逻辑关系递进与误区：
⟹ 最强核心：可微意味着函数有极

好的拟合平面，必然连续且偏导
存在。

⟹ 可微充要前提：若偏导数连续，
则函数必然可微。

⟹̸ 经典陷阱：仅“偏导存在”无法推
导“连续”。仅“连续”也无法推导
“偏导存在”。

偏导数存在 连续

可微

在某邻域内偏导数有界

偏导数连续

图：多元函数在某点处的连、偏、微三角判定图
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1.3 经典反例：连续且偏导存在，却一定可微吗？

题：隐秘的折点
考察函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = √|𝑥𝑦|在原点 (0, 0)处的性质。
请严谨探究它在原点是否连续？偏导数是否存在？最后判定是否可微？
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1.3 经典反例・连续性与偏导数验证

第一步：探测连续性
lim(𝑥,𝑦)→(0,0)√|𝑥𝑦| = 0 = 𝑓(0, 0)，显然函数在原点连续。
第二步：探测一阶偏导数存在性
面对绝对值无法直接代公式，必须回退至导数定义沿轴硬算：

𝑓𝑥(0, 0) = lim
Δ𝑥→0

𝑓(Δ𝑥, 0) − 𝑓(0, 0)
Δ𝑥 = lim

Δ𝑥→0
0 − 0
Δ𝑥 = 0

对称性同理：
𝑓𝑦(0, 0) = lim

Δ𝑦→0

𝑓(0, Δ𝑦) − 𝑓(0, 0)
Δ𝑦 = 0

这说明沿着 𝑥轴和 𝑦轴看，山脉不仅有路，而且切线很平！
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1.3 经典反例・可微性的致命崩塌

第三步：探究可微性
若函数在原点可微，那么其余误差（非线性部分）除以 𝜌必须为极限 0：

lim
𝜌→0

Δ𝑧 − [𝑓𝑥(0, 0)Δ𝑥 + 𝑓𝑦(0, 0)Δ𝑦]
𝜌 = 0

代入已知得：
极限 = lim

𝜌→0

√|Δ𝑥Δ𝑦| − 0
√(Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2

取特殊逼近路径，令沿 𝑦 = 𝑥逼近（即 Δ𝑦 = Δ𝑥 → 0）：

沿对角线 = lim
Δ𝑥→0

√|Δ𝑥|2
√2(Δ𝑥)2

= lim
Δ𝑥→0

|Δ𝑥|
√2|Δ𝑥|

= 1
√2

≠ 0

由于残差项不能化为高阶无穷小，结论得证：函数连续且偏导存在，却依然在原点
不可微！高等数学 9 / 27



全微分的精准算法・算子合并
PART 2



2.1 计算通式：分路合并的艺术

如果函数 𝑓(𝑥, 𝑦)的偏导数存在且连续，则全微分为：

d𝑧 = 𝜕𝑧
𝜕𝑥d𝑥 + 𝜕𝑧

𝜕𝑦d𝑦

操作口诀：
1. 固定 𝑦，对 𝑥求偏，随后贴上标签 d𝑥。
2. 固定 𝑥，对 𝑦求偏，随后贴上标签 d𝑦。
3. 两路合并，即得全貌。
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2.2 特定点全微分实测 (对标作业 187)

题：求 𝑑𝑧在 (1, 2)处的值
设 𝑧 = 𝑥+𝑦

𝑥−𝑦
，求其在 (1, 2)点处且当 d𝑥 = 0.01, d𝑦 = 0.02时的全微分。
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2.2 特定点全微分实测・解析

解析步解：
1. 求导函数结构:

𝑧𝑥 =
1(𝑥 − 𝑦) − 1(𝑥 + 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2 = −2𝑦
(𝑥 − 𝑦)2

||(1,2) =
−4
1 = −4

𝑧𝑦 =
1(𝑥 − 𝑦) − (−1)(𝑥 + 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2 = 2𝑥
(𝑥 − 𝑦)2

||(1,2) =
2
1 = 2

2. 代入微分增量:

d𝑧 = (−4) ⋅ 0.01 + 2 ⋅ 0.02 = −0.04 + 0.04 = 0
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2.3 全微分算例演练 (对标作业 189)

题：求函数全微分
计算函数 𝑧 = sin(𝑥𝑦) + 𝑥2𝑦的全微分。
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2.3 全微分算例演练・解析

解析步解：
1. 求 𝜕𝑧/𝜕𝑥:

𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 𝑦 cos(𝑥𝑦) + 2𝑥𝑦

2. 求 𝜕𝑧/𝜕𝑦:
𝜕𝑧
𝜕𝑦 = 𝑥 cos(𝑥𝑦) + 𝑥2

3. 合并结果:
d𝑧 = (𝑦 cos(𝑥𝑦) + 2𝑥𝑦)d𝑥 + (𝑥 cos(𝑥𝑦) + 𝑥2)d𝑦
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2.4 经典组合：偏离底层的综合战 (对标作业)

题：极度嵌套的挑战
已知复杂函数 𝑧 = 𝑒𝑥2+𝑦2 sin(𝑥𝑦)，求它的全微分 d𝑧。
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2.4 经典组合・解析算法

遇到乘积、指数加上三角函数的巨石，利用乘积法则，结构化拆解：
1. 对 𝑥求偏，锁死 𝑦为常量：

𝜕𝑧
𝜕𝑥 = (𝑒𝑥2+𝑦2 ⋅ 2𝑥) sin(𝑥𝑦) + 𝑒𝑥2+𝑦2(𝑦 cos(𝑥𝑦))

合并同类提取公因子：
= 𝑒𝑥2+𝑦2[2𝑥 sin(𝑥𝑦) + 𝑦 cos(𝑥𝑦)]

2. 对称操作，对 𝑦求偏拉取：
𝜕𝑧
𝜕𝑦 = 𝑒𝑥2+𝑦2[2𝑦 sin(𝑥𝑦) + 𝑥 cos(𝑥𝑦)]

3. 收官拼合：
d𝑧 = 𝑒𝑥2+𝑦2[(2𝑥 sin(𝑥𝑦) + 𝑦 cos(𝑥𝑦))d𝑥 + (2𝑦 sin(𝑥𝑦) + 𝑥 cos(𝑥𝑦))d𝑦]
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近似计算与工程误差分析
PART 3



3.1 近似计算的黑科技 (对标作业 185)

题：估算复杂数值
利用全微分计算√1.023 + 1.973的近似值。
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3.1 近似计算的黑科技・解析

解析步解：构造函数法
1. 构造原点：设 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥3 + 𝑦3，选取参考点 (𝑥0, 𝑦0) = (1, 2)。
2. 确定增量：Δ𝑥 = 0.02, Δ𝑦 = −0.03。
3. 计算基准值：𝑓(1, 2) = √1 + 8 = 3。
4. 应用微分修正：

d𝑧 = 𝜕𝑓
𝜕𝑥Δ𝑥 +

𝜕𝑓
𝜕𝑦Δ𝑦 =

3𝑥2

2√𝑥3 + 𝑦3
Δ𝑥 + 3𝑦2

2√𝑥3 + 𝑦3
Δ𝑦

d𝑧||(1,2) =
3
6 ⋅ (0.02) +

12
6 ⋅ (−0.03) = 0.01 − 0.06 = −0.05

5. 结果汇聚：√1.023 + 1.973 ≈ 3 − 0.05 = 2.95。
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3.2 [Engineering Insight]误差传递：测量数据可信吗？

工程实战：电路电阻测定
测量 𝑉, 𝐼,由 𝑅 = 𝑉/𝐼计算电阻。
■ 电压误差带: Δ𝑉 = ±0.5 V

■ 电流误差带: Δ𝐼 = ±0.3 A

■ 质疑: 计算所得 𝑅的 Δ𝑅？
误差模型：

Δ𝑅 ≈ d𝑅 = 1
𝐼 d𝑉 − 𝑉

𝐼2 d𝐼

此时全微分成为了评估非线性误差放大的终
极武器。

图：误差边界在切平面上的线性投影带高等数学 21 / 27



3.2 [Engineering Insight]从全增量到灵敏度分析

方法论归纳
全微分的工程本质：系统稳定性评估器

■ 绝对误差与相对误差：
由全微分 d𝑅 = 1

𝐼
d𝑉 − 𝑉

𝐼2
d𝐼可推算出相对误差估算式：

Δ𝑅
𝑅 ≈ d𝑅

𝑅 = 1
𝑅 (

1
𝐼 d𝑉 − 𝑉

𝐼2 d𝐼) =
d𝑉
𝑉 − d𝐼

𝐼
这说明测量结果的相对误差受各分量相对误差的线性累积（最坏情况下为绝
对值叠加）影响。

■ 灵敏度 (Sensitivity)：
偏导数的值决定了系统对某一参数波动的“敏感程度”。
在实际电路设计中，若要压低總误差，应优先通过高精度传感器来改善那个
偏导数绝对值较大的分量的测量误差。
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3.3 三元及以上函数：全微分的自然延拓

题：高维空间的嵌套计算
已知三元函数 𝑢 = (𝑥 + 𝑦)𝑧，求其全微分 d𝑢。
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3.3 高维全微分・分步拆解

面对三个变量，全微分公式变为：d𝑢 = 𝑢𝑥 d𝑥 + 𝑢𝑦 d𝑦 + 𝑢𝑧 d𝑧。
1. 对偏导数的“偏见”处理：

𝑢𝑥 =
𝜕
𝜕𝑥(𝑥 + 𝑦)𝑧 = 𝑧(𝑥 + 𝑦)𝑧−1(𝑥 + 𝑦)𝑥 = 𝑧(𝑥 + 𝑦)𝑧−1

𝑢𝑦 = 𝑧(𝑥 + 𝑦)𝑧−1（对称性）

𝑢𝑧 =
𝜕
𝜕𝑧(𝑥 + 𝑦)𝑧 ⟹ 指数函数求导 ⟹ (𝑥 + 𝑦)𝑧 ln(𝑥 + 𝑦)

2. 最终形态：

d𝑢 = 𝑧(𝑥 + 𝑦)𝑧−1(d𝑥 + d𝑦) + (𝑥 + 𝑦)𝑧 ln(𝑥 + 𝑦) d𝑧
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3.4 进阶实战：多变量与复合结构的综合挑战

题：全微分综合测试
试求下列函数的全微分 d𝑢：
1. 𝑢 = 𝑒𝑥𝑦𝑧
2. 𝑢 = ln(𝑥 + 𝑦2 + 𝑧3)
3. 𝑢 = 𝑥

𝑦
𝑧 (选做：幂指函数的极限挑战)
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3.4 进阶实战・核心解构

解析要点 (关键算子提取)：
■ 题 1：利用对称性，d𝑢 = 𝑒𝑥𝑦𝑧(𝑦𝑧 d𝑥 + 𝑥𝑧 d𝑦 + 𝑥𝑦 d𝑧)。
■ 题 2：分层求偏，d𝑢 = 1

𝑥+𝑦2+𝑧3
(d𝑥 + 2𝑦 d𝑦 + 3𝑧2 d𝑧)。

■ 题 3：对数求导法思想，d𝑢 = 𝑥
𝑦
𝑧 [ 𝑦

𝑥𝑧
d𝑥 + ln𝑥

𝑧
d𝑦 − 𝑦 ln𝑥

𝑧2
d𝑧]。

注意：方法论总结
多变量全微分遵循“分路求偏、线性加总”的原则。变量再多，逻辑不变。
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3.4 9-3模块知识点归纳索引

■ 几何本质：全微分代表了曲面上局部的切平面，是全增量 Δ𝑧的线性主部。
■ 强弱关系：偏导连续（强）⟹ 可微 ⟹ 连续（弱）。（注：可微不一定推导偏
导连续）

■ 计算闭环：分别求偏导→贴上微分标签→线性叠加。
■ 实战武器：全微分是我们快速估算复杂函数、预测工程误差界限的最简工具。

下节导思：多层级系统中的变量连锁反应——复合函数求导
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