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链式法则的结构机理
PART 1



1.1 链式法则：多层级系统的全速追踪

数学模型：
设 𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣)可微，且 𝑢, 𝑣偏导存在，则 𝑧对
𝑥的全增量由所有路径共同贡献：

𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥 +

𝜕𝑧
𝜕𝑣

𝜕𝑣
𝜕𝑥

哲学思辨

因果链条 (Causal Chain)
底层输入波动并不会直接瞬间改变顶层结果，它必须穿过中间变
量的“过滤器”。链式法则是追踪复杂因果网格的科学指南针。

核心算法：树图演算法
𝑧

𝑢 𝑣
𝑥 𝑦 𝑥 𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑣

𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

口诀：分路相加，连路相乘
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1.2 跨界隐喻 [Metaphor View]：多级传动变速箱

■ 动力输入：自变量（𝑥的输入）。
■ 中间齿轮组：中间变量（𝑢, 𝑣）。
■ 最终输出：因变量 𝑧的响应。
■ 导数本质：齿轮的传动比。

工业启示

每一级传动比的级联相乘决定了终端的响应灵敏度。

图：齿轮级联：链式法则机制
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从全路径追踪到高阶阵地之战
PART 2



2.1 显式复合算例验证 (对标作业 305)

题：分路求导计算

计算 𝑧 = 𝑒𝑢+𝑣2，其中 𝑢 = 𝑥 cos 𝑦, 𝑣 = 𝑦 sin𝑥，求 𝜕𝑧
𝜕𝑥。
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2.1 显式复合算例验证・解析

解析步解：导航法
1. 求 𝑧对中间层的偏导:

𝜕𝑧
𝜕𝑢 = 𝑒𝑢+𝑣2 , 𝜕𝑧

𝜕𝑣 = 2𝑣𝑒𝑢+𝑣2

2. 求中间层对 𝑥的响应:

𝜕𝑢
𝜕𝑥 = cos 𝑦, 𝜕𝑣

𝜕𝑥 = 𝑦 cos𝑥

3. 合并因果路径:
𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 𝑒𝑢+𝑣2 ⋅ cos 𝑦 + 2𝑣𝑒𝑢+𝑣2 ⋅ 𝑦 cos𝑥

= 𝑒𝑥 cos𝑦+(𝑦 sin𝑥)2 [cos 𝑦 + 2𝑦2 sin𝑥 cos𝑥]
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2.2 抽象算子的占位符技巧

题：抽象与显式的博弈

设 𝑧 = 𝑓(𝑥𝑦, 𝑦 ln𝑥)，其中 𝑓(𝑢, 𝑣)具有一阶连续偏导数，求 𝜕𝑧
𝜕𝑥。
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2.2 抽象算子法・路径穿透

第一步：建立依存映射
𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣)，其中 𝑢 = 𝑥𝑦, 𝑣 = 𝑦 ln𝑥。
第二步：算子展开

𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 𝑓1 ⋅

𝜕(𝑥𝑦)
𝜕𝑥 + 𝑓2 ⋅

𝜕(𝑦 ln𝑥)
𝜕𝑥

第三步：局部求导回归
𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 𝑓1 ⋅ 𝑦𝑥𝑦−1 + 𝑓2 ⋅

𝑦
𝑥 = 𝑦

𝑥 [𝑥
𝑦𝑓1 + 𝑓2]

注意：此处 𝑓1, 𝑓2 分别是 𝑓对第一个自变量和第二个自变量的偏导算子。
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2.3 三元复合：全路径雷达图

题：多维变量穿透

已知 𝑢 = 𝑓(𝑥𝑦2, 𝑦 cos 𝑧, 𝑒𝑧 sin𝑥)，求 𝜕𝑢
𝜕𝑧。
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2.3 三元复合・变量依存树分析

𝑢
𝑣1 𝑣2

𝑣3

𝑧

𝑓1 𝑓2
𝑓3

𝜕𝑣2
𝜕𝑧

𝜕𝑣3
𝜕𝑧

𝜕𝑣1
𝜕𝑧 = 0

解析步解：依据依存树，仅有 𝑣2, 𝑣3路径通向
𝑧。

𝜕𝑢
𝜕𝑧 = 𝑓2

𝜕𝑣2
𝜕𝑧 + 𝑓3

𝜕𝑣3
𝜕𝑧

代入具体表达式：
■ 𝑣2 = 𝑦 cos 𝑧 ⟹ 𝜕𝑣2

𝜕𝑧
= −𝑦 sin 𝑧

■ 𝑣3 = 𝑒𝑧 sin𝑥 ⟹ 𝜕𝑣3
𝜕𝑧

= 𝑒𝑧 sin𝑥

𝜕𝑢
𝜕𝑧 = 𝑒𝑧 sin𝑥𝑓3 − 𝑦 sin 𝑧𝑓2
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2.4 二阶导数的算子重演

题：高阶复合算力实战

设 𝑧 = 𝑓(𝑥 + 𝑦, 𝑥𝑦)具有二阶连续偏导数，求 𝜕2𝑧
𝜕𝑥2。
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2.4 高阶复合・一阶路径回顾

首先，利用占位符法求得一阶导算子：
𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 𝑓1⏟

𝐴
+𝑦𝑓2⏟

𝐵

求二阶导 𝜕2𝑧
𝜕𝑥2
本质上是对 𝐴和 𝐵分块再次求导：

𝜕2𝑧
𝜕𝑥2 =

𝜕(𝑓1)
𝜕𝑥 + 𝑦𝜕(𝑓2)𝜕𝑥
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2.4 高阶复合・二阶嵌套展开 (The Chain Reaction)

注意：𝑓1, 𝑓2也是自变量为 (𝑢, 𝑣)的复合函数。
对它们求 𝑥的偏导，必须再次开启链式法则的递归调用！
路径 A：关于 𝑓1

𝜕𝑓1
𝜕𝑥 = 𝜕𝑓1

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥 +

𝜕𝑓1
𝜕𝑣

𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 𝑓11 ⋅ 1 + 𝑓12 ⋅ 𝑦

路径 B：关于 𝑓2
𝜕𝑓2
𝜕𝑥 = 𝜕𝑓2

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥 +

𝜕𝑓2
𝜕𝑣

𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 𝑓21 ⋅ 1 + 𝑓22 ⋅ 𝑦
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2.4 高阶复合・合并收官 (Symmetry)

将 𝜕𝑓1
𝜕𝑥
和 𝜕𝑓2

𝜕𝑥
代入原式：

𝑧𝑥𝑥 = (𝑓11 + 𝑦𝑓12) + 𝑦(𝑓21 + 𝑦𝑓22)

利用二阶连续的对称性 𝑓12 = 𝑓21，合并同类项：

𝑧𝑥𝑥 = 𝑓11 + 2𝑦𝑓12 + 𝑦2𝑓22
结构洞察

你会发现其结构与 (𝑎 + 𝑏𝑦)2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏𝑦 + 𝑏2𝑦2 有异曲同工之妙。这暗示了全微分高阶形式的符号算子特征。
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从气象探测到场论变换
PART 3



3.1 [Physics Insight]气象探测器的温度感知

物理背景：
一架无人机在二维温度场 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡)中飞行。
■ 温度场随时间演变 𝑇(𝑡)（傍晚降温）。
■ 温度场本身随位置分布 𝑇(𝑥, 𝑦)。
■ 无人机坐标受控飞行：
𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡)。

核心质问：无人机传感器感知到的总温度变化率
d𝑇
d𝑡 是多少？ 图：动态温度场中的传感器轨迹分析
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3.1 时空复合导数・全导数公式

无人机感知的总变化率由“原地站桩”和“换位飞行”两部分共同构成：
d𝑇
d𝑡 =

𝜕𝑇
𝜕𝑡⏟

本地变化

+ 𝜕𝑇
𝜕𝑥

d𝑥
d𝑡 +

𝜕𝑇
𝜕𝑦

d𝑦
d𝑡⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟

对流带来的变化 (Convection)

这在流体力学中被称为物质导数 (Material Derivative)。
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3.2 [Research Challenge]极坐标变换 (对标作业 4.4)

题：极坐标梯度信息重构
若 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦)，𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃。
证明：𝜕𝑢𝜕𝑟 = 𝑢𝑥 cos 𝜃 + 𝑢𝑦 sin 𝜃。
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3.2 坐标变换・正向推演

依据依存树 𝑢 → (𝑥, 𝑦) → 𝑟：
𝜕𝑢
𝜕𝑟 =

𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝑟 +

𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝜕𝑦
𝜕𝑟

= 𝑢𝑥 ⋅ (cos 𝜃) + 𝑢𝑦 ⋅ (sin 𝜃) = 𝑢𝑥 cos 𝜃 + 𝑢𝑦 sin 𝜃

工程视点：这就是梯度∇𝑢在径向方向的投影分量。
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3.3 复合函数求导的“避坑指南”

■ 误区一：混淆 𝑓1, 𝑓2与 𝑓𝑥, 𝑓𝑦
𝑓1是占位符偏导（抽象位置），𝑓𝑥是最终变量偏导（链式合成）。

■ 误区二：高阶求导不重画树
一阶导完事后的每一个项都是新函数，必须重新审视其变量依存关系。

■ 误区三：路径遗失
漏掉某条通往底层的中间路径（如三元复合中的某条支线）。
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3.3 [Forward Thinking] AI的引擎：反向传播 (BP)

深度学习的本质：
神经网络由数以万计的复合函数（神经元层）嵌套而成。

Loss = 𝐿(𝑓𝑘(𝑓𝑘−1(…𝑓1(w)… )))

链式法则的作用：
当我们要调整参数 w来减小误差时，计算机正是利用自动微
分 (Auto-Diff)技术，沿着链式法则的路径从后向前传递梯度。
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3.3 9-4课程总览与知识网格

复合函数求导

一阶链式法则
(分路相加,连路相乘)

二阶算子展开
(递归构筑局部树)

工程应用: 气象/坐标变换

核心要义:
依存树是灵魂
算子法是武器
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3.3 9-4模块知识点归纳索引

■ 万能算法：依存树是链式法则的绝对灵魂，画对树就做对了一半。
■ 高阶精髓：处理二阶导时，必须对每个算子分支建立新的局部路径图。
■ 物理映射：复合导数是连接本地变化与传输变化的桥梁。

下节预告：秩序的隐现——隐函数求导法则
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