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从理论到计算： 单
变量与多变量情形

PART 1



定理 1：单变量情形

设方程 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0)的邻域内满足：
1. 𝐹(𝑥0, 𝑦0) = 0;
2. 偏导数 𝐹𝑥, 𝐹𝑦 连续;

3. 𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0.

结论：方程在 𝑃0附近能唯一定义连续且可导的函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)，其导数为：
d𝑦
d𝑥 = −𝐹𝑥𝐹𝑦
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公式推导：全微分法 (单变量)

利用全微分形式不变性，对隐函数方程 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0两端求微分。

■ 对等式两端施加微分算子 d：
d[𝐹(𝑥, 𝑦)] = d[0]

■ 展开全微分表达式：
𝐹𝑥d𝑥 + 𝐹𝑦d𝑦 = 0

■ 整理项：
𝐹𝑦d𝑦 = −𝐹𝑥d𝑥 ⟹ d𝑦

d𝑥 = −𝐹𝑥𝐹𝑦
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例 9-5-1：单变量隐函数的导数

题：基础求导

由方程 𝑦3 + 𝑥2𝑦 − 𝑥4 = 0确定函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)，计算其导数 d𝑦
d𝑥。
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例 9-5-1：单变量隐函数的导数・解析

解析：设定辅助函数 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑦3 + 𝑥2𝑦 − 𝑥4。
■ 计算偏导数：

𝐹𝑥 = 2𝑥𝑦 − 4𝑥3, 𝐹𝑦 = 3𝑦2 + 𝑥2

代入隐函数导数公式得：
d𝑦
d𝑥 = −2𝑥𝑦 − 4𝑥3

3𝑦2 + 𝑥2 = 4𝑥3 − 2𝑥𝑦
3𝑦2 + 𝑥2
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定理 2：多变量情形

设方程 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0。若在点 𝑃0处满足 𝐹𝑧 ≠ 0及偏导数连续条件，则确定了函数
𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)：偏导公式：

𝜕𝑧
𝜕𝑥 = −𝐹𝑥𝐹𝑧

, 𝜕𝑧
𝜕𝑦 = −

𝐹𝑦
𝐹𝑧

解析备注：公式的分母部分对应于因变量的偏导数；分子部分对应于自变量的偏导数且取负值。
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公式推导：全微分法 (多变量)

对三元方程 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0两端施加微分算子 d：

■ 展开为：
𝐹𝑥d𝑥 + 𝐹𝑦d𝑦 + 𝐹𝑧d𝑧 = 0

■ 求 𝜕𝑧/𝜕𝑥：令 𝑦为常数，则 d𝑦 = 0：

𝐹𝑥d𝑥 + 𝐹𝑧d𝑧 = 0 ⟹ 𝜕𝑧
𝜕𝑥 = −𝐹𝑥𝐹𝑧

■ 求 𝜕𝑧/𝜕𝑦：令 𝑥为常数，则 d𝑥 = 0：

𝐹𝑦d𝑦 + 𝐹𝑧d𝑧 = 0 ⟹ 𝜕𝑧
𝜕𝑦 = −

𝐹𝑦
𝐹𝑧
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例 9-5-2：超越函数结构的处理

题：偏导数计算

已知隐函数 𝑧 = 𝑒−𝑥𝑦 + 𝑒𝑧，计算其偏导数 𝜕𝑧
𝜕𝑥。
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例 9-5-2：超越函数结构的处理・解析

计算过程：
■ 构造辅助函数 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 − 𝑒𝑧 − 𝑒−𝑥𝑦 = 0。
■ 提取各分量偏导数：

𝐹𝑥 = 𝑦𝑒−𝑥𝑦, 𝐹𝑧 = 1 − 𝑒𝑧

代入公式得：
𝜕𝑧
𝜕𝑥 = −𝑦𝑒

−𝑥𝑦

1 − 𝑒𝑧 =
𝑦𝑒−𝑥𝑦
𝑒𝑧 − 1
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例 9-5-3：代数方程情形

题：求导运算

由方程 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 9𝑥𝑧 = 0确定函数 𝑧(𝑥, 𝑦)，计算 𝜕𝑧
𝜕𝑥。
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例 9-5-3：代数方程情形・解析

解析：设定 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 9𝑥𝑧：
■ 对应的偏导分量：𝐹𝑥 = 2𝑥 − 9𝑧
■ 对应的偏导分量：𝐹𝑧 = 2𝑧 − 9𝑥

依公式可得：
𝑧𝑥 = −2𝑥 − 9𝑧

2𝑧 − 9𝑥 = 9𝑧 − 2𝑥
2𝑧 − 9𝑥
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例 9-5-4：特定点的导数值计算

题：点位数值评估

若 𝑒𝑥+2𝑦+3𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 = 1，计算 𝜕𝑧
𝜕𝑥
||(0,0)。
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例 9-5-4：特定点的导数值计算・解析

1. 确定对应点：当 𝑥 = 0, 𝑦 = 0时代入原方程，𝑒3𝑧 = 1 ⟹ 𝑧 = 0。
2. 计算各分量值：针对 𝐹 = 𝑒𝑥+2𝑦+3𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 − 1：

𝐹𝑥(0, 0, 0) = 𝑒0 + 0 = 1, 𝐹𝑧(0, 0, 0) = 3𝑒0 + 0 = 3

3. 得到结果：
𝜕𝑧
𝜕𝑥
||(0,0) = −1/3
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几何意义与稳健性

■ 约束条件 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0定义了空间中
的一张曲面。

■ 条件 𝐹𝑧 ≠ 0保证了曲面在该点处的切
平面不与 𝑧轴平行。

■ 此性质确保了曲面在变量局部平面上的
投影具有唯一映射关系。

理论背景

隐函数定位了变量间的内在制约。定理不仅提供
了计算工具，同时也给出了数学系统可解性的判
定准则。
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算子化思维：全微分计算的演化
PART 2



全微分 d𝑧的计算途径对比

针对隐函数方程 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0的微分求解，存在以下两种逻辑：

途径 A：偏导数合成

d𝑧 = 𝜕𝑧
𝜕𝑥d𝑥 + 𝜕𝑧

𝜕𝑦d𝑦

此方法依赖于分式化简，计算步骤较多
且易产生符号错误。

途径 B：直接微分法

d𝐹 = 𝐹𝑥d𝑥 + 𝐹𝑦d𝑦 + 𝐹𝑧d𝑧 = 0
此方法利用全微分算子的线性性质，具
备高度的计算简洁性。
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核心策略：微分算子法 (Differential Operator Method)

核心思想：利用全微分的形式不变性，将方程 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0两端看作对微分算子 d“透明”的
整体。

算子三步走

1. 算子作用：对等式两端直接施加 d，即 d[𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)] = d[0]。
2. 线性展开：利用微分运算法则（和、积、复合）展开，将隐函数 𝑧的微分

d𝑧视为未知量。
3. 代数提取：从方程中整理合并 d𝑧项，直接解得全微分或偏导数。
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例 9-5-5：直接微分法的应用示例

题：全微分求解
已知方程 cos 𝑧 + 3𝑥2 − 2𝑦2 − 𝑒2𝑧 = 0，计算其确定的全微分 d𝑧。
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例 9-5-5：直接微分法的应用示例・解析

解析 (微分算子法)：对等式两端施加微分算子 d:

d(cos 𝑧) + d(3𝑥2) − d(2𝑦2) − d(𝑒2𝑧) = d(0)

展开为：
− sin 𝑧d𝑧 + 6𝑥d𝑥 − 4𝑦d𝑦 − 2𝑒2𝑧d𝑧 = 0

整理项：

−(sin 𝑧 + 2𝑒2𝑧)d𝑧 = −6𝑥d𝑥 + 4𝑦d𝑦 ⟹ d𝑧 = 6𝑥d𝑥 − 4𝑦d𝑦
sin 𝑧 + 2𝑒2𝑧
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例 9-5-6：复杂复合结构的计算

题：偏导数求解

已知 𝑧 − 𝑦 − 𝑥 + 𝑥𝑒𝑧−𝑦−𝑥 = 0，计算 𝜕𝑧
𝜕𝑦。
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例 9-5-6：复杂复合结构的计算・解析

利用微分算子法：d(𝑧 − 𝑦 − 𝑥) + d(𝑥 ⋅ 𝑒𝑧−𝑦−𝑥) = 0

(d𝑧 − d𝑦 − d𝑥) + 𝑒𝑧−𝑦−𝑥d𝑥 + 𝑥𝑒𝑧−𝑦−𝑥(d𝑧 − d𝑦 − d𝑥) = 0

(1 + 𝑥𝑒𝑧−𝑦−𝑥)(d𝑧 − d𝑦 − d𝑥) = −𝑒𝑧−𝑦−𝑥d𝑥
由此得：

d𝑧 − d𝑦 − d𝑥 = ⋯ ⟹ 𝑧𝑦 = 1
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从一阶到高阶： 常
规方法与算子进阶

PART 3



常规方法：直接对公式求导

对于由 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0确定的函数 𝑧(𝑥, 𝑦)，已知一阶导数为：

𝑧𝑥 = −𝐹𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐹𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)
求二阶导数 𝑧𝑥𝑥时，可直接对上式关于 𝑥求偏导：

𝑧𝑥𝑥 =
𝜕
𝜕𝑥 (−

𝐹𝑥
𝐹𝑧
) = −

[𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
] 𝐹𝑧 − 𝐹𝑥 [

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥
]

𝐹2𝑧

注意：核心点：复合求导
注意 𝐹𝑥和 𝐹𝑧是 𝑥, 𝑦, 𝑧的函数，其中 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦)。因此：

𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑥 = 𝐹𝑥𝑥 + 𝐹𝑥𝑧 ⋅ 𝑧𝑥,

𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑥 = 𝐹𝑧𝑥 + 𝐹𝑧𝑧 ⋅ 𝑧𝑥
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例 9-5-7：二阶偏导计算 (常规解法)

题：球面方程
已知 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2，计算 𝑧𝑥𝑥。
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例 9-5-7：二阶偏导计算 (常规解法)・解析

步骤 1：一阶导数
设定 𝐹 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑅2 = 0，得 𝐹𝑥 = 2𝑥, 𝐹𝑧 = 2𝑧 ⟹ 𝑧𝑥 = −𝑥/𝑧。步骤 2：对一阶导再
次关于 𝑥求导

𝑧𝑥𝑥 =
𝜕
𝜕𝑥 (−

𝑥
𝑧 ) = −1 ⋅ 𝑧 − 𝑥 ⋅ 𝑧𝑥

𝑧2
步骤 3：代入 𝑧𝑥并化简

𝑧𝑥𝑥 = −𝑧 − 𝑥(−𝑥/𝑧)
𝑧2 = −𝑧

2 + 𝑥2
𝑧3 = −𝑅

2 − 𝑦2
𝑧3
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算子方法：利用二次全微分

当方程复杂时，常规法容易出错。此时可对一阶全微分方程 d𝐹 = 0再次求导。逻辑演示：对
于 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2，一阶微分：𝑥d𝑥 + 𝑦d𝑦 + 𝑧d𝑧 = 0。对上式再次施加 d算子（注意
d2𝑥 = 0, d2𝑦 = 0）：

d(𝑥)d𝑥 + 𝑥(0) + d(𝑦)d𝑦 + 𝑦(0) + d(𝑧)d𝑧 + 𝑧d2𝑧 = 0

d𝑥2 + d𝑦2 + d𝑧2 + 𝑧d2𝑧 = 0
解出二阶全微分结果：

d2𝑧 = −d𝑥2 + d𝑦2 + d𝑧2
𝑧

通过提取 d𝑥2的系数即可得到 𝑧𝑥𝑥。
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多变量映射： 雅可
比行列式及其公式

PART 4



方程组隐导数的微分推导 (步骤 1)

设方程组 {𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 0
𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 0 。目标：求 𝜕𝑢

𝜕𝑥。

■ 全微分作用：对两个方程分别施加微分算子 d：

{𝐹𝑥d𝑥 + 𝐹𝑦d𝑦 + 𝐹𝑢d𝑢 + 𝐹𝑣d𝑣 = 0
𝐺𝑥d𝑥 + 𝐺𝑦d𝑦 + 𝐺𝑢d𝑢 + 𝐺𝑣d𝑣 = 0

■ 锁定响应方向：求关于 𝑥的偏导时，固定 𝑦为常数，则 d𝑦 = 0。
■ 整理线性方程组（以 d𝑢, d𝑣为未知量）：

{𝐹𝑢d𝑢 + 𝐹𝑣d𝑣 = −𝐹𝑥d𝑥
𝐺𝑢d𝑢 + 𝐺𝑣d𝑣 = −𝐺𝑥d𝑥
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核心逻辑：从消元法到“列替换”

1. 代数消元（目标：求 d𝑢，通过消去 d𝑣来建立关系）：

{式 1 × 𝐺𝑣 ∶ 𝐹𝑢𝐺𝑣d𝑢 + 𝐹𝑣𝐺𝑣d𝑣 = −𝐹𝑥𝐺𝑣d𝑥
式 2 × 𝐹𝑣 ∶ 𝐺𝑢𝐹𝑣d𝑢 + 𝐺𝑣𝐹𝑣d𝑣 = −𝐺𝑥𝐹𝑣d𝑥

两式相减得：(𝐹𝑢𝐺𝑣 − 𝐺𝑢𝐹𝑣)d𝑢 = −(𝐹𝑥𝐺𝑣 − 𝐺𝑥𝐹𝑣)d𝑥 2. 发现“列替换”结构：

■ 分母：对应因变量 𝑢, 𝑣的交叉系数组合。
■ 分子：结构与分母完全一致，但原先 𝑢的位置被 𝑥的项替换了。

直觉口诀：求谁的偏导，就把分母行列式中对应因变量的那一列换掉！
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方程组隐导数的微分推导 (步骤 2)

求解线性方程组得到 d𝑢（此处使用行列式作为消元结果的简记工具）：

d𝑢 =

|||
−𝐹𝑥d𝑥 𝐹𝑣
−𝐺𝑥d𝑥 𝐺𝑣

|||
|||
𝐹𝑢 𝐹𝑣
𝐺𝑢 𝐺𝑣

|||

=
− |||

𝐹𝑥 𝐹𝑣
𝐺𝑥 𝐺𝑣

||| d𝑥

|||
𝐹𝑢 𝐹𝑣
𝐺𝑢 𝐺𝑣

|||

结果提取：两端除以 d𝑥，并引入雅可比行列式记号 𝐽 = 𝜕(𝐹, 𝐺)
𝜕(𝑢, 𝑣)：

𝜕𝑢
𝜕𝑥 = −1𝐽

𝜕(𝐹, 𝐺)
𝜕(𝑥, 𝑣)

避坑指南：若未学过行列式，只需记住二阶展开：|||
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

||| = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐。这本质上是解方程组消元后的系数组合，引入雅可比记号 𝐽 是为了方便
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例 9-5-8：方程组背景下的计算案例

题：求 𝑢𝑥

设方程组 {𝑢 + 𝑣 = 𝑥 + 𝑦
𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 = 1 确定了 𝑢, 𝑣(𝑥, 𝑦)。
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例 9-5-8：方程组背景下的计算案例・解析

1. 计算系统行列式：𝐽 = |||
1 1
𝑥 𝑦

||| = 𝑦 − 𝑥。

2. 确定分子项：𝐷𝑢 =
|||
−1 1
𝑢 𝑦

||| = −𝑦 − 𝑢。

3. 最终结果：𝑢𝑥 = −𝐷𝑢/𝐽 =
𝑦 + 𝑢
𝑦 − 𝑥。
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本节知识体系索引

■ 核心公式：−𝐹𝑥/𝐹𝑧 (隐导数的第一判定律)。
■ 算子应用：两端全微分方法 (高效计算的核心路径)。
■ 雅可比公式：方程组情形下的标准化处理。
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