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无条件极值： 定
义、必要性与充分性

PART 1



多元函数极值的定义

设函数 𝑓(𝑃)在点 𝑃0的某个邻域内有定义。

■ 极大值：对于该邻域内任意 𝑃 ≠ 𝑃0，都有
𝑓(𝑃) < 𝑓(𝑃0)。

■ 极小值：对于该邻域内任意 𝑃 ≠ 𝑃0，都有
𝑓(𝑃) > 𝑓(𝑃0)。

注意：驻点与极值
取得极值点处（若可导），必有 𝑓𝑥 = 0, 𝑓𝑦 = 0。
但这只是必要条件。

极大值 (Max)

极小值 (Min)

鞍点 (Saddle)
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二元函数极值的充分条件

设驻点为 (𝑥0, 𝑦0)，记 𝐴 = 𝑓𝑥𝑥, 𝐵 = 𝑓𝑥𝑦, 𝐶 = 𝑓𝑦𝑦，令 Δ = 𝐴𝐶 − 𝐵2：

1. 若 Δ > 0：必有极值。
• 当 𝐴 < 0时，为极大值；当 𝐴 > 0时，为极小值。

2. 若 Δ < 0：无极值（鞍点）。
3. 若 Δ = 0：无法判断。
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探究 1：近似公式 Δ𝑓 ≈ … 是怎么来的？

在驻点处，函数的“局部形状”由谁决定？我们可以类比一元函数：

■ 一元回归：若 𝑓′(𝑥0) = 0，则函数在 𝑥0附近像一个抛物线：
𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥0) +

1
2𝑓

″(𝑥0)ℎ2 (增量由二阶导主导)

■ 二元延伸：驻点处 𝑓𝑥 = 0, 𝑓𝑦 = 0，一阶线性变化消失。

Δ𝑓 ≈ 1
2[𝑓𝑥𝑥ℎ

2 + 2𝑓𝑥𝑦ℎ𝑘 + 𝑓𝑦𝑦𝑘2]

注意：核心逻辑
驻点处的一阶导项全为 0，因此函数在驻点附近的“凹凸性”完全由二阶偏
导项的组合决定。
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探究 2：判别式 Δ = 𝐴𝐶 − 𝐵2的代数本质

通过配方法，我们可以看透二次项合力的逻辑（设 𝐴 ≠ 0）：

Δ𝑓 ≈ 1
2 [𝐴 (ℎ + 𝐵

𝐴𝑘)
2
+ 𝐴𝐶 − 𝐵2

𝐴 𝑘2]
⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

两部分构成的合力

1. 当 𝐴𝐶 − 𝐵2 > 0时：前后两项的系数符号相同（都由 𝐴决定）。这意味着无论
朝哪个方向移动，函数值的增量 Δ𝑓符号恒定 ⟹ 形成极值盆地/山峰。

2. 当 𝐴𝐶 − 𝐵2 < 0时：两项系数符号相反。朝某些方向走增量为正，某些方向
走为负 ⟹ 形成鞍点（类似马鞍，前后翘、左右垂）。
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探究 3：为什么 𝐴𝐶 − 𝐵2 = 0时无法判断？

当 Δ = 0时，配方后的第二项消失了：

Δ𝑓 ≈ 1
2𝐴 (ℎ +

𝐵
𝐴𝑘)

2
+ 0 ⋅ 𝑘2

这会带来严重的信息缺失：

■ 在直线 ℎ = −𝐵
𝐴
𝑘上，所有的二阶导项贡献之和恰好为 0。

■ 此时，决定该方向升降的权力交给了更细微的三阶、四阶导数。

注意：结论
仅凭二阶导数提供的信息，不足以看清函数在所有方向上的全貌，因此必
须说“无法判断”。
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例 9-6-1：无条件极值的判定

题：极值计算
计算 𝑓(𝑥, 𝑦) = (6𝑥 − 𝑥2)(4𝑦 − 𝑦2)的极值。

高等数学 9 / 24



例 9-6-1：无条件极值的判定・解析

解题步骤：
1. 找驻点：

𝑓𝑥 = (6 − 2𝑥)(4𝑦 − 𝑦2) = 0, 𝑓𝑦 = (6𝑥 − 𝑥2)(4 − 2𝑦) = 0

解得驻点为 (3, 2)。
2. 计算判别式：在 (3, 2)处，
𝑓𝑥𝑥 = −2(4𝑦 − 𝑦2) = −8, 𝑓𝑦𝑦 = −2(6𝑥 − 𝑥2) = −18, 𝑓𝑥𝑦 = 0。即
𝐴 = −8, 𝐵 = 0, 𝐶 = −18。

3. 结论：Δ = 𝐴𝐶 − 𝐵2 = 144 > 0，且 𝐴 < 0 ⟹ 该点为极大值点。代入得极
大值 𝑓(3, 2) = 36。
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受约束情形下的最优化
PART 2



概念对比：无条件极值 vs. 条件极值

1. 寻找目标的不同
■ 无条件极值：在平原上寻找“最高峰”。
■ 条件极值：限制在一条“指定的山路”上，
寻找该路径上的“最高点”。

2. 求解逻辑的转变
■ 消元法（暴力法）：将约束方程变形带入。
困难：方程往往难以反解。

■ 拉格朗日法（协同法）：不破坏方程结构，
让目标与约束“对齐”。

全局最高
路径最高

红色线条为约束路径𝜑(𝑥,𝑦) = 0

注意：核心思想
与其费力消去变量，不如引入 𝜆让所有变量地位平等，在同一个平衡方程
组中解决。高等数学 12 / 24



理论推导：拉格朗日乘数法的本质

在条件极值点处，目标函数 𝑓(𝑥, 𝑦)与约束曲线 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0必然相切。

■ 全微分视角：d𝑓 = 𝑓𝑥 d𝑥 + 𝑓𝑦 d𝑦 = 0且 d𝜑 = 𝜑𝑥 d𝑥 + 𝜑𝑦 d𝑦 = 0。
■ 梯度视角：这意味着向量 (𝑓𝑥, 𝑓𝑦)与 (𝜑𝑥, 𝜑𝑦)必须平行：

𝑓𝑥 + 𝜆𝜑𝑥 = 0, 𝑓𝑦 + 𝜆𝜑𝑦 = 0
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拉格朗日乘数法及其计算逻辑

构造辅助函数：𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝜆𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧)。

计算流程

1. 建立方程组：𝐿𝑥 = 0, 𝐿𝑦 = 0, 𝐿𝑧 = 0及约束方程 𝜑 = 0。
2. 求解参数：通常先用 𝜆表示变量，再代入约束方程。
3. 判定最值：根据物理背景或边界值确定最大/最小值。
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例 9-6-2：条件极值的计算案例

题：约束计算
求 𝑢 = 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧在 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1下的最值。
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例 9-6-2：条件极值的计算案例・解析

构造 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆) = 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 + 𝜆(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 1)：
■ 求导：𝐿𝑥 = 1 + 2𝜆𝑥 = 0, 𝐿𝑦 = −2 + 2𝜆𝑦 = 0, 𝐿𝑧 = 2 + 2𝜆𝑧 = 0。
■ 表示变量：𝑥 = −1/2𝜆, 𝑦 = 1/𝜆, 𝑧 = −1/𝜆。
■ 代入约束：

(− 1
2𝜆)

2
+ (1𝜆)

2
+ (−1𝜆)

2
= 1 ⟹ 1/4 + 1 + 1

𝜆2 = 1 ⟹ 𝜆2 = 9
4

■ 得到 𝜆 = ±3/2。

代入 𝑥, 𝑦, 𝑧计算 𝑢，最终得：𝑢𝑚𝑎𝑥 = 3, 𝑢𝑚𝑖𝑛 = −3。
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从数学模型到实际决策
PART 3



例 9-6-3：几何优化问题

题：多约束优化
将 2米长铁丝分为圆、正方形、正三角形，求总面积最小时各段长度。
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例 9-6-3：几何优化问题・解析 (1)

1. 建立数学模型：设圆、正方形、正三角形的周长分别为 𝑥, 𝑦, 𝑧，则总面积为：

𝑆 = 𝑥2
4𝜋 + 𝑦2

16 +
√3𝑧2
36

约束条件为：𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2。2. 构造拉格朗日函数：

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆) = 𝑥2
4𝜋 + 𝑦2

16 +
√3𝑧2
36 + 𝜆(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2)
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例 9-6-3：几何优化问题・解析 (2)

3. 求导并建立方程组：
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝐿𝑥 =
𝑥
2𝜋
+ 𝜆 = 0 ⟹ 𝑥 = −2𝜋𝜆

𝐿𝑦 =
𝑦
8
+ 𝜆 = 0 ⟹ 𝑦 = −8𝜆

𝐿𝑧 =
√3𝑧
18

+ 𝜆 = 0 ⟹ 𝑧 = −6√3𝜆

4. 代入约束求解：将 𝑥, 𝑦, 𝑧代入 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2，解得 𝜆 = −2
2𝜋+8+6√3

。

注意：结果解读
当总面积最小时，各段长度之比为 2𝜋 ∶ 8 ∶ 6√3。这意味着各图形的内切
圆直径应该相等（一种几何上的平衡）。
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例 9-6-4：经济学中的效用最大化

题：消费决策
效用 𝑈 = 𝑥1/2𝑦，预算 𝑥 + 4𝑦 = 48，求最优消费组合。

■ 什么是“效用”(Utility)？
在经济学中，效用表示消费者从商品组合中获得的心理满足程度。

■ 问题本质：在金钱有限（预算约束）的情况下，如何买东西才能最开心？
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例 9-6-4：经济学中的效用最大化・解析

1. 构造拉格朗日函数：
𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑥1/2𝑦 + 𝜆(𝑥 + 4𝑦 − 48)

2. 求偏导并令其为 0：

{
𝐿𝑥 =

𝑦
2√𝑥

+ 𝜆 = 0 ⟹ 𝜆 = − 𝑦
2√𝑥

𝐿𝑦 = √𝑥 + 4𝜆 = 0 ⟹ 𝜆 = −√𝑥
4

3. 联立消去 𝜆：
𝑦

2√𝑥
= √𝑥

4 ⟹ 4𝑦 = 2𝑥 ⟹ 𝑥 = 2𝑦

4. 代入预算约束：
2𝑦 + 4𝑦 = 48 ⟹ 6𝑦 = 48 ⟹ 𝑦 = 8, 𝑥 = 16

结论：投入 16单位 𝑥和 8单位 𝑦可获得最大满足感。
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本节总结

■ 无条件极值：由 𝑓𝑥 = 𝑓𝑦 = 0定驻点，由 𝐴𝐶 − 𝐵2定性质。
■ 条件极值：由拉格朗日函数 𝐿 = 𝑓 + 𝜆𝜑将约束转化为无约束求解。
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