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从点到维度的跨越
PART 1



1.1 [History Corner]勒内・笛卡尔 (René Descartes)

图：笛卡尔在观察苍蝇时灵感爆发

哲学家的直觉：
1637年，笛卡尔在《几何学》中首次将代数与几
何结合。

■ 跨界影响：用数对 ⟨𝑥, 𝑦⟩表示平面上
的点，彻底改变了数学的演进逻辑。

■ 对离散数学的意义：为“关系”提供
了存储和表达的物理容器。

哲学思辨

变动中的永恒：坐标系不仅是位置的标
记，它本质上是两个维度（集合）之间所
有可能关联的“全域”。
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1.2 基础构件：序偶 (Ordered Pair)

定义:
由两个元素 𝑥, 𝑦按特定顺序组成的二元
组，记为 ⟨𝑥, 𝑦⟩。
关键判别 (序偶 vs集合):

■ 有序性: ⟨𝑥, 𝑦⟩ ≠ ⟨𝑦, 𝑥⟩ (除非 𝑥 = 𝑦)。
■ 集合: {𝑥, 𝑦} = {𝑦, 𝑥}。

相等的判定规则
⟨𝑎, 𝑏⟩ = ⟨𝑐, 𝑑⟩ ⟺ (𝑎 = 𝑐) ∧ (𝑏 = 𝑑)

𝑥 𝑦
1st

2nd
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1.3 笛卡尔积定义与几何直观

𝐴

𝐵

𝑥1 𝑥2 𝑥3

𝑦1

𝑦2

𝑦3
⟨𝑥2, 𝑦3⟩

图：坐标系是 R × R的子集

定义:
设 𝐴, 𝐵为集合，𝐴与 𝐵的笛卡尔积定义为：

𝐴 × 𝐵 = {⟨𝑥, 𝑦⟩ ∣ (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (𝑦 ∈ 𝐵)}

基数规律 (Cardinality):

|𝐴 × 𝐵| = |𝐴| ⋅ |𝐵|

思考题：维度爆炸

如果𝐴有 100个元素，𝐵有 100个元素，𝐴×𝐵有多少个元素？
答：10,000个。这解释了为什么“多表查询”在数据库中代价极高。
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1.4 例 1-1：笛卡尔积基础计算

题：基础运算与非交换性验证
设 𝐴 = {1, 2, 3}, 𝐵 = {𝑎, 𝑏}，求：
1. 𝐴 × 𝐵
2. 𝐵 × 𝐴
3. 判定并解释是否 𝐴 × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴
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1.4 例 1-1：笛卡尔积基础计算・解析

解析步解：
■ 1. 𝐴 × 𝐵: {⟨1, 𝑎⟩, ⟨1, 𝑏⟩, ⟨2, 𝑎⟩, ⟨2, 𝑏⟩, ⟨3, 𝑎⟩, ⟨3, 𝑏⟩}
■ 2. 𝐵 × 𝐴: {⟨𝑎, 1⟩, ⟨𝑎, 2⟩, ⟨𝑎, 3⟩, ⟨𝑏, 1⟩, ⟨𝑏, 2⟩, ⟨𝑏, 3⟩}

注意：非交换性结论
由于 ⟨1, 𝑎⟩ ≠ ⟨𝑎, 1⟩，故 𝐴 × 𝐵 ≠ 𝐵 × 𝐴。
结论：笛卡尔积不满足交换律。
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1.5 笛卡尔积的运算律

■ 1. 非交换性: 𝐴 × 𝐵 ≠ 𝐵 × 𝐴 (除非 𝐴 = 𝐵,或其中有空集)

■ 2. 非结合性: (𝐴 × 𝐵) × 𝐶 ≠ 𝐴 × (𝐵 × 𝐶)
■ 3. 对并/交集的分配律:

• 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶)
• 𝐴 × (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∩ (𝐴 × 𝐶)

逻辑提醒：分配律的存在证明了笛卡尔积虽然打破了交换对称性，但依然保持了代数结构的优美。
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1.6 n元笛卡尔积与维度跃迁

图：从平面到三维空间的跃迁

定义:
𝑛个集合 𝐴1, 𝐴2,… , 𝐴𝑛的笛卡尔积定义
为：

𝑛
∏
𝑖=1

𝐴𝑖 = {⟨𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛⟩ ∣ 𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑖}

[Engineering Metaphor]：
■ C++: ‘std::tuple<int, string, double>‘

■ Python: ‘(1, ”Alice”, 95.5)‘
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1.6 编程实现：嵌套循环 (Nested Loops)

算法本质:
笛卡尔积的生成过程在计算机程序中等价于嵌
套循环。
■ 2维: 双层 ‘for‘循环→ 𝑂(𝑛2)
■ 𝑘维: 𝑘层嵌套循环→ 𝑂(𝑛𝑘)

性能警示
随着维度的增加，计算量呈指数级增长。这被称
为“维数灾难”(Curse of Dimensionality)的雏形。

Python代码示例:

A = [1, 2]
B = ['a', 'b']
product = []
for x in A:
for y in B:
product.append((x, y))

# Result:
# [(1, 'a'), (1, 'b'), (2, 'a'), (2,
'b')]
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从空间子集到结构涌现
PART 2



2.1 二元关系的严格定义

定义:
设 𝐴, 𝐵为集合，𝐴 × 𝐵的任意子集 𝑅称为从 𝐴
到 𝐵的二元关系 (Binary Relation)。
记号:

■ 若 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅，记为 𝑥𝑅𝑦。
■ 若 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∉ 𝑅，记为 𝑥𝑅̸𝑦。

哲学思辩

逻辑的本质：集合论研究
的是“点”的堆砌，而关系
论研究的是“线”的连接。
没有关系，世界只是无序
的元素；有了关系，才产生
结构。
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2.2 幂集 (Power Set)与关系空间

定义:
设 𝐴为集合，其所有子集组成的集合称为 𝐴的
幂集 (2𝐴)。
核心推论:

■ 𝐴到 𝐵的所有可能关系，正好构成了 𝐴 × 𝐵
的幂集 𝒫(𝐴 × 𝐵)。

■ 空关系∅与全域关系 𝐸都是幂集的极端元
素。

逻辑闭环

理解计数：为什么关系的
总数是 2|𝐴×𝐵|？因为每个
关系都是笛卡尔积的一个
子集。
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2.2 基数与计数：关系的规模

组合数学原理:
若 |𝐴| = 𝑚, |𝐵| = 𝑛，则：
1. 笛卡尔积的大小: |𝐴 × 𝐵| = 𝑚 ⋅ 𝑛
2. 二元关系总数: 2|𝐴×𝐵| = 2𝑚⋅𝑛

经典考题
设 𝐴 = {1, 2, 3}，问 𝐴上能定义多少个不同的二元关系？
解析: 𝐴 × 𝐴有 3 × 3 = 9个序偶。关系的总数即子集的总数，为 29 = 512
个。
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从矩阵到图形的映射
PART 3



3.1 关系矩阵 (Relation Matrix)

设 𝐴 = {𝑥1,… , 𝑥𝑛}，𝐵 = {𝑦1,… , 𝑦𝑚}，𝑅 ⊆ 𝐴 × 𝐵。

𝐌𝑅[𝑖, 𝑗] = {1, ⟨𝑥𝑖, 𝑦𝑗⟩ ∈ 𝑅
0, ⟨𝑥𝑖, 𝑦𝑗⟩ ∉ 𝑅

计算机视角：位运算
关系矩阵是位运算处理逻辑关系的底层核心。它将抽象的关系转化为计算机可快速并行处理的 0-1数组。
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3.1 关系图 (Relation Graph)

1 2

3

图：关系图：节点代表元素，边代表关联

规则:

■ 节点 (Node): 集合中的元素。
■ 有向边 (Edge): ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ⟹ 从 𝑥到
𝑦的箭头。

■ 自环 (Loop): 如果 𝑥𝑅𝑥。
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极端案例与数学实例
PART 4



4.1 特殊关系：世界的极端

设 𝑅是 𝐴上的关系：

■ 1. 空关系∅: 没有任何序偶。对应记录全 0的矩阵。
■ 2. 全域关系 𝐸𝐴 = 𝐴 × 𝐴: 包含所有序偶。对应全 1矩阵。
■ 3. 恒等关系 𝐼𝐴 = {⟨𝑥, 𝑥⟩ ∣ 𝑥 ∈ 𝐴}: 对应单位矩阵 𝐈。

视觉对冲：通过矩阵理解特殊关系，比纯集合定义要直观得多。
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4.2 小于等于关系 (≤)

定义:

𝑅≤ = {⟨𝑥, 𝑦⟩ ∣ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ≤ 𝑦}
矩阵表现 (𝐴 = {1, 2, 3}):

(
1 1 1
0 1 1
0 0 1

)

性质观察
矩阵呈现上三角形式，反映了全序关系的单向增长性。
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4.2 整除关系 (Divisibility |)

有向图特征:

■ 1是所有正整数的起始点。
■ 素数节点（除了 1的指向外）都是逻辑孤岛。
■ 关系揭示了数轴背后的层级结构。

1

2 3

6
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4.2 例 1-2：整除关系图解

题：图论表示练习
设 𝐴 = {1, 2, 3, 6}，关系 𝑅为 𝐴上的整除关系 |。
请列出 𝑅的所有序偶，并画出其有向图。
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4.2 例 1-2：整除关系图解・解析

1. 序偶集合列举:

𝑅 = {⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨1, 3⟩, ⟨1, 6⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨2, 6⟩, ⟨3, 3⟩, ⟨3, 6⟩, ⟨6, 6⟩}

2. 有向图结构:

1

2 3

6
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4.3 例 1-3：序偶的嵌套结构辨析

题：结构判别
设 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}，判断下列对象是否属于 𝐴 × 𝐴 × 𝐴？
1. ⟨𝑎, 𝑏, 𝑐⟩
2. ⟨⟨𝑎, 𝑏⟩, 𝑐⟩
3. ⟨𝑎, ⟨𝑏, 𝑐⟩⟩
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4.3 例 1-3：序偶的嵌套结构辨析・解析

判别结果:

■ 1: 属于。标准三元序偶。
■ 2: 不属于。这是 (𝐴 × 𝐴) × 𝐴的元素（二元序偶）。
■ 3: 不属于。这是 𝐴 × (𝐴 × 𝐴)的元素（二元序偶）。

注意：深度警示：笛卡尔积的非结合性
在集合论的严谨定义中，笛卡尔积不满足结合律：

(𝐴 × 𝐵) × 𝐶 ≠ 𝐴 × (𝐵 × 𝐶) ≠ 𝐴 × 𝐵 × 𝐶
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4.4 例 1-4：表示法转换综合练习

题：从矩阵倒推图与集合
已知 𝐴 = {1, 2, 3, 4}上的关系矩阵为：

𝐌𝑅 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

请回答：1. 列出关系 𝑅的集合表达式。2. 画出其关系图。
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4.4 例 1-4：表示法转换综合练习・解析

1. 集合列举: 根据矩阵中 1的位置 (行 𝑖,列 𝑗)：

𝑅 = {⟨1, 2⟩, ⟨1, 3⟩, ⟨2, 4⟩, ⟨4, 1⟩}

2. 关系图绘制:

1 2

3 4
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总结与前瞻
PART 5



4-1核心知识点索引

■ 笛卡尔积: 维度跃迁的核心，|𝐴| ⋅ |𝐵|。分配律是代数简化的重点。
■ 二元关系: 笛卡尔积的子集，逻辑连接的本质。
■ 三位一体表示法: 集合论描述 (严谨)↔关系矩阵 (机读)↔关系图 (直观)。
■ 特殊案例: 能够识别并构建空关系、全域关系与恒等关系。

哲学洞察：所有的知识体系，本质上都是在构建实体（集合）及其关联（关
系）。
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下节预告
4-2关系的运算：复合与逆

透过层层链条，看清逻辑的背后传递。
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