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关系的五大性质审计
PART 1



例 1-1：矩阵视角下的性质分析

题：矩阵审计
设 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}，集合上的关系 𝑅的矩阵为：

𝐌𝑅 = (
1 0 1
0 1 0
1 0 1

)

判定 𝑅是否具有：自反、反自反、对称、反对称、传递性。
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例 1-1：矩阵视角下的性质分析・解析

审计清单：
■ 自反性：主对角线全为 1 ⟹ 具有。
■ 反自反性：主对角线不全为 0 ⟹ 不具有。
■ 对称性：矩阵对称 (𝐌𝑅 = 𝐌T

𝑅) ⟹ 具有。
■ 反对称性：存在𝑚13 = 1,𝑚31 = 1但 1 ≠ 3 ⟹ 不具有。
■ 传递性：𝑚13 = 1,𝑚31 = 1 ⟹ 𝑚11 = 1 (满足)；需全量检查。本题中
𝑅 = {⟨𝑎, 𝑎⟩, ⟨𝑏, 𝑏⟩, ⟨𝑐, 𝑐⟩, ⟨𝑎, 𝑐⟩, ⟨𝑐, 𝑎⟩}，因 ⟨𝑎, 𝑐⟩, ⟨𝑐, 𝑎⟩ ∈ 𝑅 ⟹ ⟨𝑎, 𝑎⟩ ∈ 𝑅成
立 ⟹ 具有。
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闭包运算与 Warshall算法
PART 2



例 2-1：Warshall算法步进

题：传递闭包计算
使用Warshall算法求关系 𝑅的传递闭包 𝑡(𝑅)，已知其矩阵为：

𝐌𝑅 = (
0 1 0
1 0 0
0 0 1

)
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例 2-1：Warshall算法步进・解析

Step 1 (𝑘 = 1): 观察第 1列 (𝑚21 = 1)和第 1行 (𝑚12 = 1)
更新𝑚22 = 𝑚22 ∨ (𝑚21 ∧ 𝑚12) = 1。Step 2 (𝑘 = 2): 观察第 2列
(𝑚12 = 1,𝑚22 = 1)和第 2行 (𝑚21 = 1,𝑚22 = 1)
更新𝑚11 = 𝑚11 ∨ (𝑚12 ∧𝑚21) = 1。Step 3 (𝑘 = 3): 观察第 3列和行，无新增。最

终矩阵：

𝐌𝑡(𝑅) = (
1 1 0
1 1 0
0 0 1

)

离散数学 8 / 17



等价关系与商集
PART 3



例 3-1：由等价关系求商集

题：商集提取
设 𝐴 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，𝑅是 𝐴上的模 3同余关系，即：

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ⟺ 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 3)

写出等价类 [1]𝑅, [2]𝑅, [3]𝑅及商集 𝐴/𝑅。
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例 3-1：由等价关系求商集・解析

等价类划分：
■ [1]𝑅 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝑥 ≡ 1 (mod 3)} = {1, 4}
■ [2]𝑅 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝑥 ≡ 2 (mod 3)} = {2, 5}
■ [3]𝑅 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝑥 ≡ 0 (mod 3)} = {3, 6}

商集结果：
𝐴/𝑅 = {{1, 4}, {2, 5}, {3, 6}}

思考：划分定理
商集中的元素构成了集合 𝐴的一个划分。
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哈斯图与极值/界限判定
PART 4



例 4-1：哈斯图综合大题

1

2 3

4 6

12

题：极值与界限全搜索
设偏序集 ⟨𝐴, ∣⟩的哈斯图如左图。取子
集 𝐵 = {2, 3, 4}。求：
1. 𝐵的极大元、极小元、最大元、最小
元。

2. 𝐵的上界、下界、LUB、GLB。
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例 4-1：哈斯图综合大题・解析 (1/2)

1. 内部极值分析 (针对 𝐵 = {2, 3, 4}):

■ 极大元: 𝐵中没有元素比它们大 ⟹ 3,4。
■ 极小元: 𝐵中没有元素比它们小 ⟹ 2,3。
■ 最大元: 𝐵中唯一的“顶峰”⟹ 不存在 (3和 4不可比)。
■ 最小元: 𝐵中唯一的“谷底”⟹ 不存在 (2和 3不可比)。
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例 4-1：哈斯图综合大题・解析 (2/2)

2. 外部界限分析 (在 𝐴中找):

■ 上界集: 比 𝐵中所有元素都大的元素 ⟹ {12} (注：6不是 4的上界)。
■ 最小上界 (LUB):上界集中的最小元 ⟹ 12。
■ 下界集: 比 𝐵中所有元素都小的元素 ⟹ {1}。
■ 最大下界 (GLB):下界集中的最大元 ⟹ 1。
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期末避坑指南

注意：常见丢分点
■ 反对称性：记得 ⟨𝑥, 𝑦⟩和 ⟨𝑦, 𝑥⟩同时存在时必须 𝑥 = 𝑦。空关系是反对
称的！

■ Warshall步进：每一层 𝑘都要在上一层的基础上更新，不要跳步。
■ 最大元 vs极大元：极大元可以有多个，最大元必须能“镇住”所有人。
■ 确界存在性：LUB/GLB不一定在子集 𝐵中。
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考试顺利！
祝各位同学在第四章题目中全对拿满分。
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