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图论的诞生：剥离几何，回归联结
PART 1



哥尼斯堡的困惑：问题的提出

历史背景: 18 世纪的哥尼斯堡（现俄罗斯
加里宁格勒），普雷格尔河环绕着两个小
岛，河上架有 7 座桥。

题：古老的市民挑战

从任一地点出发，能否在不重复
经过任何一座桥的前提下，走遍
这七座桥，并回到起点？

思考: 如果你是当时的市民，你会如何尝
试？

A

C

B

D

1736 年前的哥尼斯堡桥梁分布图

离散数学 4 / 30



欧拉的建模思想：图论的本质

建模逻辑:
■ 顶点 (Vertices): 陆地块 → 抽象为
点。

■ 边 (Edges): 桥梁 → 抽象为线。
■ 拓扑不变性: 欧拉意识到，问题的解
与桥的长度、陆地的形状无关，仅取决
于“连接关系”。

Philosophy Box: 问题的转化
“走遍七座桥” ⟹ 在图 G 中寻
找一条经过每条边恰好一次的通路
（一笔画问题）。

A

B

C D

七桥问题的图论模型

留下问题：观察图中各顶点的度数（𝐴 ∶ 3, 𝐵 ∶ 3, 𝐶 ∶ 5, 𝐷 ∶ 3），
为什么这种奇度点的组合会导致“一笔画”失败？我们在本章末尾
揭晓答案。
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代数结构的精密表述
PART 2



预备知识：无序积 (Unordered Product)

定义：无序对与无序积
■ 无序对: 由两个元素 𝑢, 𝑣 组成的集合 {𝑢, 𝑣}，简记为 (𝑢, 𝑣)，满足 (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢)。
■ 无序积 𝐴&𝐵: 所有无序对 (𝑢, 𝑣) 构成的集合，其中 𝑢 ∈ 𝐴, 𝑣 ∈ 𝐵。

无序积 𝑉 &𝑉 (无向边)
𝑢 𝑣

(𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢)

笛卡尔积 𝑉 × 𝑉 (有向边)
𝑢 𝑣

⟨𝑢, 𝑣⟩ ≠ ⟨𝑣, 𝑢⟩
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无向图与有向图的正式定义

定义 5.1 (无向图)
无向图是一个序偶 G = ⟨𝑉 , 𝐸⟩，其中：
■ 𝑉 : 顶点集 (Vertex set)，非空有穷集。
■ 𝐸: 边集 (Edge set)，𝑉 &𝑉 的多重子集（元素允许重复）。

定义 5.2 (有向图)
有向图是一个序偶 D = ⟨𝑉 , 𝐸⟩，其中：
■ 𝑉 : 顶点集。
■ 𝐸: 边集，𝑉 × 𝑉 的多重子集。其元素为有向边 ⟨𝑢, 𝑣⟩。

Philosophy Box: 基图 (Base Graph)

用无向边代替有向图 D 的所有有向边，得到的无向图称为 D 的基图。
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例 1-1：根据数学定义绘制图形

题：图形转换

设 G = ⟨𝑉 , 𝐸⟩，其中：
■ 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}
■ 𝐸 = {(𝑣1, 𝑣2), (𝑣1, 𝑣2), (𝑣2, 𝑣3), (𝑣3, 𝑣3), (𝑣1, 𝑣4)}

试绘制该图，并指出哪些是平行边，哪些是环？

解析要点:
■ (𝑣1, 𝑣2) 出现 2 次 → 重数为

2 的平行边。
■ (𝑣3, 𝑣3) 始末点相同 → 自环。
■ 𝑣4 只有一条关联边。

𝑣1 𝑣2

𝑣4 𝑣3
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图的基本术语：视觉地图

核心术语可视化:
■ 关联: 边 𝑒1 与 𝑣1, 𝑣2 关联。
■ 相邻: 𝑣1 与 𝑣2 相邻。
■ 环 (Loop): 边 𝑒5 始末点相同。
■ 孤立点: 𝑣5 度数为 0。
■ 悬挂点/边: 𝑣4 度数为 1，𝑒4 为悬挂
边。

𝑣1 𝑣2

𝑣3𝑣4

𝑣5

𝑒1

𝑒2

𝑒3

𝑒5

𝑒4

注意：𝑒1, 𝑒2 是平行边；𝑣5 是孤立点。
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度数平衡：图论的第一基本定理
PART 3



度数的量化描述

无向图:
■ 度数 𝑑(𝑣): 𝑣 作为端点的次数之和（环
计 2 次）。

■ 最大度 Δ(G), 最小度 𝛿(G)。

有向图:
■ 入度 𝑑−(𝑣): → 𝑣。
■ 出度 𝑑+(𝑣): 𝑣 →。
■ 𝑑(𝑣) = 𝑑+(𝑣) + 𝑑−(𝑣)。

Philosophy Box: 流量平衡
每一条有向边都贡献了 1 个出度和
1 个入度。

𝑎 𝑏

𝑐

出度

入度

例：𝑑+(𝑎) = 1, 𝑑−(𝑎) = 1, 𝑑(𝑎) = 2
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定理 5.1：握手定理 (Handshaking Theorem)

定理陈述

任何图（无向或有向）中，所有顶点的度数之
和等于边数的 2 倍：

∑
𝑣∈𝑉

𝑑(𝑣) = 2|𝐸|

视觉验证:
■ 边数 |𝐸| = 5 ⟹ 2|𝐸| = 10。
■ 度数和：3 + 3 + 2 + 2 = 10。
■ 结论成立。

𝑣1 𝑣2

𝑣3𝑣4

𝑑 = 3 𝑑 = 2

𝑑 = 3𝑑 = 2
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例 1-2：握手定理的进阶应用

题：图的边数推算

某简单图 G 有 10 个顶点，其中 4 个顶点的度数为 3，其余顶点的度数均
为 4。问 G 有多少条边？

解题思路:
1. 计算总度数 ∑ 𝑑(𝑣)：

4 × 3 + (10 − 4) × 4 = 12 + 24 = 36
2. 根据握手定理 2𝑚 = ∑ 𝑑(𝑣)：

2𝑚 = 36 ⟹ 𝑚 = 18
3. 结论：该图有 18 条边。
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应用挑战：多面体与图论 (课件例题)

题：逻辑证明

证明：不存在一个多面体，其面数是奇数，且每个面都有奇数条棱。

证明提示 (对偶思想):
■ 将每个“面”看作图的一个“顶点”。
■ 如果两个面相邻，则在对应的顶点间连一条边。
■“每个面有奇数条棱”对应“每个顶点的度数是奇数”。
■“面数是奇数”对应“顶点数是奇数”。
■ 矛盾点：这违反了握手定理的推论——奇度顶点的个数必为偶数。
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结构的分类与等价判定
PART 4



简单图与完全图

简单图 (Simple Graph): 无环、无平行边
的图（极其重要）。

完全图 (Complete Graph) 𝐾𝑛: 任意两个
顶点均相邻的 𝑛 阶简单图。
■ 边数 𝑚 = 𝑛(𝑛−1)

2 。
■ 每个顶点的度数均为 𝑛 − 1。 五阶完全图 𝐾5
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图鉴：常见的特殊图模型

圈图 𝐶5 通路图 𝑃4 完全二部图 𝐾2,3
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例 1-3：特殊图的性质计算

题：完全图的边数

在一个 𝑛 阶无向完全图 𝐾𝑛 中，总边数为 45 条，求 𝑛 的值。

解析:
■ 公式：𝑚 = 𝑛(𝑛−1)

2
■ 代入：45 = 𝑛(𝑛−1)

2 ⟹ 𝑛(𝑛 − 1) = 90
■ 求解：90 = 10 × 9，故 𝑛 = 10。
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图的同构 (Isomorphism)

定义 5.3 (图的同构)
设 G1 = ⟨𝑉1, 𝐸1⟩, G2 = ⟨𝑉2, 𝐸2⟩ 为两个图。若存在双射函数 𝑓 ∶ 𝑉1 → 𝑉2，使得：

1. (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸1 ⟺ (𝑓(𝑣𝑖), 𝑓(𝑣𝑗)) ∈ 𝐸2（有向图同理）；
2. 且 (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) 与 (𝑓(𝑣𝑖), 𝑓(𝑣𝑗)) 的重数相同；

则称 G1 与 G2 是同构的，记作 G1 ≅ G2。

注意：判定同构的必要条件 (非充分)

■ 顶点数相同、边数相同。
■ 度数列相同。
■ 对应的邻域结构、回路结构相同。

同构：只是“画法”不同。
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例 1-4：同构判定的陷阱 (重点考点)

题：判定题

判断下列两图是否同构？并说明理由。

G1 G2

解析:
■ 检查必要条件：两者均为 6 阶 6 边，度数列均为 (2, 2, 2, 2, 2, 2)。
■ 检查结构：G1 是连通的（一个大环），而 G2 不连通（两个小环）。
■ 结论：不同构。必要条件相同并不保证同构。
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图的衍生与“对立面”
PART 5



子图的多样性：对比与演变

分类规范:
■ 真子图: 𝐺′ ⊆ 𝐺 且 𝐺′ ≠ 𝐺。
■ 生成子图: 𝑉 ′ = 𝑉 (保留全
点)。

■ 点导出子图 G[𝑉 ′]: 只要端点
在 𝑉 ′ 内，原图中的边必须全数
保留。

■ 边导出子图 G[𝐸′]: 仅保留指
定的边及其关联点。

1 2
34

生成子图 (保留所有点)

1 2
3

点导出子图 G[{1, 2, 3}]

1
3

边导出子图 G[{(1, 3)}]

离散数学 23 / 30



构造子图的利器：删减运算 (1)

1. 顶点的删除 (Vertex Deletion)
设 𝑉 ′ ⊆ 𝑉，从 G 中删除 𝑉 ′ 中所有顶点及其所有关联边。

G − 𝑉 ′ = G[𝑉 − 𝑉 ′]

1 2

3
原图 G

2

3
G − {1}
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构造子图的利器：删减运算 (2)

2. 边的删除 (Edge Deletion)
设 𝐸′ ⊆ 𝐸，从 G 中删除 𝐸′ 中所有边，但保留所有顶点。

G − 𝐸′ = ⟨𝑉 , 𝐸 − 𝐸′⟩

题：核心差异思考

为什么删点必须删边，而删边不需要删点？
提示：图的定义要求边必须关联在现有的顶点上。
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补图：完全图的“另一半”

定义:
Ḡ 的边集 ̄𝐸 满足：

𝐸 ∪ ̄𝐸 = 𝐸(𝐾𝑛)

且 𝐸 ∩ ̄𝐸 = ∅。

Philosophy Box: 自补图性质

若 G ≅ Ḡ，则其边数 𝑚 =
𝑛(𝑛−1)

4 。

1 2

34
G ⊆ 𝐾4 (实线部分)

⟹

1 2

34
补图 Ḡ

例：𝑃4 是自补图。
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从理论回到现实网络
PART 6



PageRank：入度即“权重”

在 Google 的 PageRank 算法中，互联网被建模
为巨型有向图：
■ 网页 = 顶点；超链接 = 有向边。
■ 基本哲学：被高质量网页链接（入度贡献）
越多的页面，其权重越高。

握手定理的现代价值

网络中“链接”的总流出量必须等于总流入量（定理 5.1）。PageRank 通过
迭代平摊这些流量来计算每个顶点的“地位值”。

A

PageRank 思想:
节点 A 的入度最大 → 权重最高
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课堂练习：度数列判定

题：判定题

是否存在一个包含 5 个顶点的无向简单图，其各顶点的度数分别为 1, 2,
2, 3, 4？

解析:
1. 总度数：1 + 2 + 2 + 3 + 4 = 12 (偶数，符合握手定理)。
2. 奇度点个数：1, 3 (共 2 个，为偶数，符合推论)。
3. 简单图校验：最大度为 4，而 𝑛 = 5，每个点最多连 𝑛 − 1 = 4 条边，符合。
4. 结论：存在。
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下节预告
5-2 通路、回路与连通性
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