
5-2通路、回路与图的连通性
第五章： 图论・结构属性与矩阵表示

张 振



目录
CO

N
T

EN
T

S
1 通路与回路

2 图的连通性

3 图的矩阵表示



通路、回路的定义与分类
PART 1



通路与回路的基础构件

■ 通路 (Walk): 顶点与边的交替序列
Γ = 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒2 … 𝑒𝑙𝑣𝑙。

■ 回路 (Closed Walk): 满足 𝑣0 = 𝑣𝑙 的通
路。

■ 长度 (𝑙): 通路中包含的边数。

核心属性：研究通路的本质是研究边和顶点的
重复性。根据是否重复，可对路径进行分类。

𝑣0 𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4

𝑒1

𝑒5

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝑒6

𝑒7

长度为 3 的通路: 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒6𝑣4𝑒7𝑣3
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轨迹分类 (I)：边的非重复性 (Trail)

■ 简单通路 (Trail):
∀𝑖 ≠ 𝑗 ⟹ 𝑒𝑖 ≠ 𝑒𝑗。
（边互不相同，但顶点可以重复经过）。

■ 简单回路 (Tour): 起点等于终点的
Trail。
（也被称为“迹”，著名的欧拉回路即属
此类）。

𝑣0 𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4

𝑒1

𝑒5

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝑒6

𝑒7

简单通路: 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒2𝑣3𝑒3𝑣2𝑒5v1𝑒6𝑣4
(边无重复，但顶点 𝑣1 出现两次)

离散数学 5 / 33



轨迹分类 (II)：顶点的非重复性 (Path)

■ 初级通路 (Path/路径):
∀𝑖 ≠ 𝑗 ⟹ 𝑣𝑖 ≠ 𝑣𝑗。
（顶点互不相同，最纯粹的路径，自然
边也不重复）。

■ 初级回路 (Cycle/圈): 除 𝑣0 = 𝑣𝑙 外，
所有顶点互不相同的回路。

学术注记：英文文献中常直接用 Walk (通
路), Trail (迹, 简单通路), Path (路径, 初
级通路) 进行精确区分。

𝑣0 𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4

𝑒1

𝑒5

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝑒6

𝑒7

初级回路 (圈): 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒5𝑣2𝑒4𝑣0
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轨迹分类 (III)：存在边重复的情况 (Complex)

■ 复杂通路 (Complex Walk): 存在边
被重复经过的通路 (∃𝑖 ≠ 𝑗, 𝑒𝑖 = 𝑒𝑗)。

■ 复杂回路 (Complex Circuit): 起点
等于终点，且存在边被重复经过的通
路。

化简思想：复杂通路（如在节点间反复折
返）通常可以通过剔除“折返”或“子圈”，被
缩减为更简单的结构。

𝑣0 𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4

𝑒1

𝑒5

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝑒6

𝑒7

复杂回路: 𝑣0e1𝑣1e6𝑣4e6𝑣1e1𝑣0
(边 𝑒1 和 𝑒6 被反复经过)
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例 1-1：通路的分类与识别

题：序列判定

考察右图，判断下列顶点边交替
序列的类型（Walk, Trail, Path,
Cycle）：

1. Γ1 =
𝑣0𝑒1𝑣1𝑒5𝑣2𝑒3𝑣3𝑒2𝑣1𝑒6𝑣4

2. Γ2 = 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒6𝑣4𝑒7𝑣3𝑒3𝑣2
3. Γ3 =

𝑣0𝑒4𝑣2𝑒3𝑣3𝑒7𝑣4𝑒6𝑣1𝑒1𝑣0

𝑣0 𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4

𝑒1

𝑒5

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝑒6

𝑒7
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例 1-1：通路的分类与识别・解析

■ Γ1 的分析：
• 边序列 𝑒1, 𝑒5, 𝑒3, 𝑒2, 𝑒6 无重复 ⟹ Trail (简单通路/迹)。
• 顶点 𝑣1 出现两次 ⟹ 不是 Path。

■ Γ2 的分析：
• 顶点序列 𝑣0, 𝑣1, 𝑣4, 𝑣3, 𝑣2 互不相同 ⟹ Path (初级通路/路径)。
• 既然是 Path，自然也是 Trail 和 Walk。

■ Γ3 的分析：
• 起点等于终点 𝑣0，且除起点外顶点互不相同 ⟹ Cycle (圈/初级回路)。

结论：Γ1: Trail; Γ2: Path; Γ3: Cycle
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极值定理 (I)：通路长度上界

■ 定理 1 (通路长度上界): 在 𝑛 阶图 𝐺 中，
若 ∃ 从 𝑢 到 𝑣 (𝑢 ≠ 𝑣) 的通路，则必存在
长度 𝑙 ≤ 𝑛 − 1 的初级通路。

■ 证明逻辑 (鸽巢原理): 若最短通路长度
𝑙 ≥ 𝑛，则该通路的序列包含至少 𝑛 + 1 个
顶点。因为图最多只有 𝑛 个唯一顶点，故
必然存在重复顶点，从而构成“子圈”。剔
除该子圈即可得到更短的通路。

𝑢 𝑣𝑘 𝑣

红圈: 因顶点过多必然出现的重复回路
蓝色: 剔除回路后的更短直接通路
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极值定理 (II)：回路长度上界

■ 定理 2 (回路长度上界): 在 𝑛 阶图 𝐺 中，
若存在经过 𝑣 的简单回路，则必存在长度
𝑙 ≤ 𝑛 的初级回路（圈）。

结构推论 (Girth)：无向简单图的圈长 𝑙 ≥ 3；有
向简单图的圈长 𝑙 ≥ 2。无环意味着不存在
𝑙 = 1 的圈。

𝑣

𝑣1

𝑣𝑘

𝑣2

红圈: 内部包含的其他初级回路
绿圈: 剔除红圈后，保留过 𝑣 的初级回路
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连通分支、割集与有向图连通性
PART 2



连通关系与连通分支 (无向图)

■ 连通关系 ∼: 定义 𝑉 上的二元关系
𝑢 ∼ 𝑣 ⟺ ∃ 从 𝑢 到 𝑣 的通路（约定
𝑢 ∼ 𝑢）。

■ 等价类划分: ∼ 满足自反性、对称性和传
递性，是 𝑉 上的等价关系。

■ 连通分支 𝑝(𝐺): 商集 𝑉 / ∼ 中每个等价
类导出的极大连通子图。𝐺 是连通图
⟺ 𝑝(𝐺) = 1。 𝑝(𝐺) = 2 (包含上下两个独立的连通分

支)
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连通的脆弱性：图的删除操作

在研究连通性之前，先定义图的两种基本“破坏”操作：

■ 删点 𝐺 − 𝑉 ′：
• 从图 𝐺 中删除顶点子集 𝑉 ′。
• 必须同时删除所有与 𝑉 ′ 中顶点相关联的边。

■ 删边 𝐺 − 𝐸′：
• 从图 𝐺 中仅删除边子集 𝐸′。
• 原有的顶点全部保留。
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连通的脆弱性：点割集 (Vertex Cut)

点割集定义：若 𝑉 ′ ⊂ 𝑉 满足以下条件：
1. 𝑝(𝐺 − 𝑉 ′) > 𝑝(𝐺)（破坏了连通性）
2. 对任意真子集 𝑉 ″ ⊊ 𝑉 ′，
均有 𝑝(𝐺 − 𝑉 ″) = 𝑝(𝐺)（极小性）

则称 𝑉 ′ 为 点割集。

■ 割点：点割集仅含一个顶点（|𝑉 ′| = 1）。

示例：
■ {𝑣3, 𝑣5} 是点割集（缺一不可）。
■ 𝑣2, 𝑣6 是点割集，也是割点。
■ {𝑣4, 𝑣2} 不是点割集
（子集 {𝑣2} 已满足，冗余了 𝑣4）。

𝑣1

𝑣2 𝑣6
𝑣3

𝑣5𝑣4

𝑣7

红色: 割点 蓝色: {𝑣3, 𝑣5} 点割集

离散数学 15 / 33



连通的脆弱性：边割集与桥 (Edge Cut)

边割集定义：若 𝐸′ ⊆ 𝐸 满足以下条件：
1. 𝑝(𝐺 − 𝐸′) > 𝑝(𝐺)（破坏了连通性）
2. 对任意真子集 𝐸″ ⊊ 𝐸′，
均有 𝑝(𝐺 − 𝐸″) = 𝑝(𝐺)（极小性）

则称 𝐸′ 为 边割集（简称割集）。

■ 割边 / 桥：边割集仅含一条边（|𝐸′| = 1）。

示例：
■ {𝑒3, 𝑒4}, {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} 是边割集。
■ 𝑒9 是边割集，也是桥。
■ {𝑒6, 𝑒7, 𝑒8} 不是边割集
（子集 {𝑒7, 𝑒8} 已足，冗余了 𝑒6）。

𝑣1

𝑣2 𝑣6
𝑣3

𝑣5𝑣4

𝑣7

𝑒8 𝑒7

𝑒6
𝑒1

𝑒2

𝑒3

𝑒4

𝑒5
𝑒9 (桥)
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例 1-2：点割集与割点的判定

题：复杂网络拓扑分析

对于右侧给出的无向图 𝐺，请完
成：

1. 识别所有的割点。
2. 识别所有的桥（割边）。
3. 集合 𝑉 ′ = {𝑣5, 𝑣6} 是否为
点割集？如果是，请验证其
极小性。

𝑣1

𝑣2

𝑣3 𝑣4

𝑣5

𝑣6

𝑣7 𝑣8
𝑒𝑎 𝑒𝑏
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例 1-2：点割集与割点的判定・解析

1. 割点判定：
• 𝑣3 是左侧三角形与外界的唯一通路 ⟹ 割点。
• 𝑣4 是连接左右两个核心结构的关隘 ⟹ 割点。
• 𝑣7 是悬挂点 𝑣8 的唯一邻居 ⟹ 割点。

2. 桥的判定：
• 边 𝑒𝑎 和 𝑒𝑏 是连接不同连通分支的关键路径 ⟹ 桥。

3. 𝑉 ′ = {𝑣5, 𝑣6} 的判定：
• 破坏性：删去 {𝑣5, 𝑣6} 后，𝑣7, 𝑣8 与其余部分断开。
• 极小性：若仅删去 𝑣5，仍有通路 𝑣4 − 𝑣6 − 𝑣7；仅删去 𝑣6 同理。
• 结论：极小性成立，{𝑣5, 𝑣6} 是点割集。

结论：割点: 𝑣3, 𝑣4, 𝑣7; 桥: 𝑒𝑎, 𝑒𝑏; 点割集: {𝑣5, 𝑣6}
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有向图的可达性与连通度量

设有向图 𝐷 = ⟨𝑉 , 𝐸⟩，定义可达关系
𝑢 ⇝ 𝑣 ⟺ ∃ 从 𝑢 到 𝑣 的有向通路：
■ 强连通 (Strongly Connected):

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑢 ⇝ 𝑣 ∧ 𝑣 ⇝ 𝑢。
■ 单向连通 (Unilaterally Connected):

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑢 ⇝ 𝑣 ∨ 𝑣 ⇝ 𝑢。
■ 弱连通 (Weakly Connected):

𝐷 的底层无向图（基图）是连通的。 绿区: 强连通 加蓝点: 单向连通
全图: 弱连通 (因左右下两点互不可达)
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有向连通的充要条件

充要条件 (基于遍历视角)：
■ 强连通 ⟺ 𝐷 存在包含所有顶点的有向
回路。

■ 单向连通 ⟺ 𝐷 存在包含所有顶点的有
向通路。

注：这里的通路和回路不要求是初级的，即允许重
复经过某些节点或边，只要最终能串联/闭合遍历
全图所有节点即可。

寻找一条一笔画（允许重复交汇）
串起所有顶点的“项链”
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关联矩阵、邻接矩阵与可达矩阵
PART 3



无向图的关联矩阵 (Undirected Incidence)

关联矩阵描述顶点与边的归属关系。
定义：𝐌 = (𝑚𝑖𝑗)𝑛×𝑚

𝑚𝑖𝑗 =
⎧{
⎨{⎩

1, 𝑣𝑖 与边𝑒𝑗 关联
2, 𝑒𝑗 是𝑣𝑖 上的环
0, 不关联

性质：
■ 每列之和恒为 2。
■ 第 𝑖 行之和等于顶点 𝑣𝑖 的度 𝑑(𝑣𝑖)。
■ 全 0 行对应孤立点。
■ 平行边对应的列相同。

𝑣0 𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑒1

𝑒2𝑒3 𝑒4

𝑒5

𝐌 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 1 1 2
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

(行: 𝑣0 ∼ 𝑣3，列: 𝑒1 ∼ 𝑒5)
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有向图的关联矩阵 (Directed Incidence)

有向关联矩阵引入了方向性（始点与终点）。
定义：𝐌 = (𝑚𝑖𝑗)𝑛×𝑚

𝑚𝑖𝑗 =
⎧{
⎨{⎩

1, 𝑣𝑖 是𝑒𝑗 的始点
−1, 𝑣𝑖 是𝑒𝑗 的终点
0, 不关联

性质：
■ 每列之和恒为 0。
■ 1 的个数为出度，-1 的个数为入度。
■ 平行边对应的列相同。

𝑣0 𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑒1

𝑒2 𝑒3
𝑒4 𝑒5

𝐌 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 0 0 0
−1 0 1 1 1
0 −1 −1 −1 0
0 0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟
⎠

(行: 𝑣0 ∼ 𝑣3，列: 𝑒1 ∼ 𝑒5)
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有向图的邻接矩阵 (Directed Adjacency)

邻接矩阵记录顶点间的直接通路数（支持多重边与环）。
定义：𝐀 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛

𝑎𝑖𝑗 = 𝑣𝑖 到𝑣𝑗 的有向边数

性质：
■ 第 𝑖 行和为顶点 𝑣𝑖 的出度 𝑑+(𝑣𝑖)。
■ 第 𝑗 列和为顶点 𝑣𝑗 的入度 𝑑−(𝑣𝑗)。
■ 对角线元素 𝑎𝑖𝑖 为顶点 𝑣𝑖 上的环数。

𝑣0 𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝐀 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
1 0 0 1
2 0 1 0
1 0 1 0

⎞⎟⎟⎟
⎠
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𝐷 中的通路及回路数 (Counting Theorem)

定理：通路与回路计数定理

设 𝐀 为 𝑛 阶有向图 𝐷 的邻接矩阵，则 𝐀𝑙(𝑙 ≥ 1) 中的元素：
■ 𝑎(𝑙)

𝑖𝑗 为从 𝑣𝑖 到 𝑣𝑗 长度为 𝑙 的通路数。
■ 𝑎(𝑙)

𝑖𝑖 为从 𝑣𝑖 到自身 长度为 𝑙 的回路数。
■ ∑𝑛

𝑖=1 ∑𝑛
𝑗=1 𝑎(𝑙)

𝑖𝑗 为 𝐷 中 长度为 𝑙 的通路总数。
■ ∑𝑛

𝑖=1 𝑎(𝑙)
𝑖𝑖 为 𝐷 中 长度为 𝑙 的回路总数 (即迹 tr(𝐀𝑙))。

注：此处的矩阵幂运算采用普通算术乘法，结果代表通路的数量。
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累计计数推论 (Counting Corollary)

题：推论：累计计数

设 𝐁𝑙 = 𝐀 + 𝐀2 + ⋯ + 𝐀𝑙(𝑙 ≥ 1)，则 𝐁𝑙 中：
■ ∑𝑛

𝑖=1 ∑𝑛
𝑗=1 𝑏(𝑙)

𝑖𝑗 为长度 ≤ 𝑙 的通路总数。
■ ∑𝑛

𝑖=1 𝑏(𝑙)
𝑖𝑖 为长度 ≤ 𝑙 的回路总数。

学术意义：通过矩阵求和 𝐁𝑙，可以一次性获取图中所有长度不超过 𝑙 的通路分布情
况，是研究连通性与可达性的数学基础。
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例 1-3：利用邻接矩阵计算通路数

题：长度为 𝑙 的通路计数

设有向图 𝐷 的邻接矩阵如下，
请计算：

1. 从 𝑣1 到 𝑣3 长度为 2 的通
路数。

2. 图 𝐷 中长度为 2 的回路总
数。

𝐀 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑣1 𝑣2

𝑣4 𝑣3

(注：双向箭头表示两条方向相反的有向边)
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例 1-3：利用邻接矩阵计算通路数・解析

根据计数定理，需计算 𝐀2：

𝐀2 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2 0 2 0
0 2 0 2
2 0 2 0
0 2 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

■ 问题 1：𝑣1 到 𝑣3 长度为 2 的通路数为矩阵的 (1, 3) 元素 ⟹ 2 条。
（具体为 𝑣1 → 𝑣2 → 𝑣3 和 𝑣1 → 𝑣4 → 𝑣3）。

■ 问题 2：长度为 2 的回路总数对应矩阵的迹 tr(𝐀2)：
4

∑
𝑖=1

𝑎(2)
𝑖𝑖 = 2 + 2 + 2 + 2 = 8 条
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例 1-4：综合实例分析

题：多步通路计数与累计分析

在如下有向图 𝐷 中（邻接矩阵 𝐀 见右
侧），请回答：

1. 计算长度为 1, 2, 3, 4 的通路/回路
各有多少？

2. 计算长度 ≤ 4 的通路与回路总数。

𝐀 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
1 0 0 1
2 0 1 0
1 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

(对应图例见前页)
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例 1-4：邻接矩阵的幂运算演算

对于前页给出的邻接矩阵 𝐀，其各阶幂计算如下：

𝐀2 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
2 0 1 0
4 0 1 0
3 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐀3 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
4 0 1 0
6 0 1 0
5 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐀4 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
6 0 1 0
8 0 1 0
7 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

■ 每一阶的迹（回路数）均为 2。
■ 长度为 𝑙 的通路总数即为 𝐀𝑙 的全元
素之和。
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例 1-4：各阶通路数汇总・结果

长度 𝑙 通路数 回路数
1 8 2
2 13 2
3 19 2
4 25 2
合计 65 8

■ 单步判定：通过 𝐀𝑙 确定。
■ 累计判定：通过 𝐁4 确定。
结果表明该图具有稳定的路径增长特性，
且回路结构恒定。
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有向图的可达矩阵 (Directed Reachability)

可达矩阵描述两点间是否存在任意长度的通路。
■ 定义：𝐏 = (𝑝𝑖𝑗)𝑛×𝑛

𝑝𝑖𝑗 = {1, 𝑣𝑖 ⇝ 𝑣𝑗
0, 否则

■ 性质：
• 主对角线元素全为 1（自身可达）。
• 𝐷 强连通 ⟺ 𝐏 = 𝐉 (全 1)。

注意：基于邻接矩阵的计算

𝐏 = 𝐈 ∨ 𝐀(1) ∨ 𝐀(2) ∨ … ∨ 𝐀(𝑛−1)

𝑣0 𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝐏 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

(由于 𝑣0 无法到达其他点，非强连通)
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本节结束
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