
5-3最短路径问题
第五章： 图论・带权图与 Dijkstra算法

张 振
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从地图导航看最短路径问题

■ 多条候选路线。
■ 同一网络中的不同路径。
■ 时间、距离、费用可作为
权重。

算法入口
如何在带权图中找最短路径？
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给图中的边加上距离、时间或费用
PART 1



什么是带权图

图不仅要描述“是否相连”，还要描述“通行代价”。

定义

给每条边 𝑒 指定实数 𝑊(𝑒)，所得图称为 带
权图。

路径长度为各边权重之和：

𝑊(𝑃) =
𝑘

∑
𝑖=1

𝑊(𝑒𝑖).

𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

3

46

2

5

𝐴 → 𝐵 → 𝐷 的长度：3 + 4 = 7
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把地图路线抽象成带权图

■ 顶点：地点或路口。
■ 边：可直接通行的道路。
■ 权重：通行代价。

最短路径问题
从起点到终点，找权重之和最小的路径。
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从“目前最近的点”开始逐步扩展
PART 2



例 1：绕行可能更短

𝑣0

𝑣1

𝑣2

10

2
3

题：思考
从 𝑣0 到 𝑣1，直接走还是绕行更短？先
确定哪个顶点？
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例 1：绕行可能更短・解析

𝑣0

𝑣1

𝑣2

10

2
3

■ 从 𝑣0 出发，得到两个临时距离。

𝑣1 ∶ 10，来自𝑣0,
𝑣2 ∶ 2，来自𝑣0.

■ 比较 2 < 10，先确定 𝑣2。
■ 经 𝑣2 到 𝑣1 更短，改写 𝑣1 的标号。

𝑣1 ∶ 10 → 5，来自𝑣2
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例 2：先确定当前最近的点

𝑣0

𝑣1

𝑣2

𝑣3
4

1
2

1

5

题：思考
从 𝑣0 出发，先确定 𝑣1 还是 𝑣2？
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例 2：先确定当前最近的点・解析

𝑣0

𝑣1

𝑣2

𝑣3
4

1
2

1

5

■ 从 𝑣0 探测，先确定 𝑣2。

𝑣1 ∶ 4，来自𝑣0,
𝑣2 ∶ 1，来自𝑣0.

■ 经 𝑣2 改进 𝑣1。
𝑣1 ∶ 4 → 3，来自𝑣2

同时得到 𝑣3 的临时距离：
𝑣3 ∶ 1 + 5 = 6，来自𝑣2

■ 再由 𝑣1 改进 𝑣3。
𝑣3 ∶ 6 → 4，来自𝑣1

离散数学 11 / 24



这些动作就是 Dijkstra 算法

前面的动作可以统一写成顶点标号：
Dijkstra 算法为每个顶点维护一个标号

(𝑙𝑖, 𝑝𝑖).

■ 𝑙𝑖：当前已知最短距离。
■ 𝑝𝑖：前驱顶点。
■ 𝜆：没有前驱。
■ ∗：永久标号。

Dijkstra 算法的三个动作
1. 初始：设定起点。
2. 探测：更新邻点。
3. 固定：选择最小临时标号。
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例 1、例 2 的标准标号表

例 1

𝑣0

𝑣1

𝑣2

10

2
3

𝑡 𝑣0 𝑣1 𝑣2

1 (0, 𝜆)∗ (+∞, 𝜆) (+∞, 𝜆)
2 (10, 𝑣0) (2, 𝑣0)∗

3 (5, 𝑣2)∗

𝑣0 → 𝑣2 → 𝑣1, 𝑊 = 5.

例 2

𝑣0

𝑣1

𝑣2

𝑣3
4
1

2
1
5

𝑡 𝑣0 𝑣1 𝑣2 𝑣3

1 (0, 𝜆)∗ (+∞, 𝜆) (+∞, 𝜆) (+∞, 𝜆)
2 (4, 𝑣0) (1, 𝑣0)∗ (+∞, 𝜆)
3 (3, 𝑣2)∗ (6, 𝑣2)
4 (4, 𝑣1)∗

𝑣0 → 𝑣2 → 𝑣1 → 𝑣3, 𝑊 = 4.
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课中放松与启发：最短路径的物理隐喻

洪峰到达预测
带权图 → 河流管网 边权 → 流经时间

■ 并发蔓延：洪峰从源点 𝑆 向外同步推演。
■ 永久固定：首次抵达节点（等价于确定最短路径）。
■ 目标锚定：最早到达终点 𝑇 的水流轨迹。

▶ 动画演示

点击播放视频
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https://assets.matnoble.top/FloodPredictionScene.mp4


探测更新，选择并固
定，直到所有顶点完成

PART 3



Dijkstra 算法流程图

初始化
𝑣0 ∶ (0, 𝜆)∗，其余 (+∞, 𝜆)

令 𝑡 = 1
是否

𝑡 = 𝑛
用新固定顶点
探测邻点

将最小临时标号
固定为永久标号结束

得到各顶点最短距离

否

𝑡 ← 𝑡 + 1

是

探测测试
若经过新固定顶点更短，就改写标号。

固定永久标号
从临时标号中选最小者，将其固定为永
久标号。
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Dijkstra 算法的三个步骤

给定非负带权图，求从 𝑣0 出发的最短路径。
1. 初始化：𝑣0 ∶ (0, 𝜆)∗，其余为 (+∞, 𝜆)。
2. 探测：若经过 𝑣𝑖 到 𝑣𝑗 更短，则更新

(𝑙𝑗, 𝑝𝑗) ← {(𝑙𝑖 + 𝑊(𝑣𝑖, 𝑣𝑗), 𝑣𝑖), 𝑙𝑖 + 𝑊(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) < 𝑙𝑗,
(𝑙𝑗, 𝑝𝑗), 𝑙𝑖 + 𝑊(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ≥ 𝑙𝑗.

3. 固定：选最小临时标号，改为永久标号。

每步固定一个顶点，直到所有顶点完成。
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课堂练习：填写最短路径标号表

𝑣0

𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

4

2
1

5

2

4 1

题：练习
以 𝑣0 为起点，填写 Dijkstra 标号表。
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课堂练习解析：标号表与最短路径

𝑣0

𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

4

2
1

5

2

4 1

𝑡 𝑣0 𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4

1 (0, 𝜆)∗ (+∞, 𝜆) (+∞, 𝜆) (+∞, 𝜆) (+∞, 𝜆)
2 (4, 𝑣0) (2, 𝑣0)∗ (+∞, 𝜆) (+∞, 𝜆)
3 (3, 𝑣2)∗ (+∞, 𝜆) (7, 𝑣2)
4 (5, 𝑣1)∗ (7, 𝑣2)
5 (6, 𝑣3)∗

回溯前驱，得到 𝑣0 到 𝑣4 的最短路径：

𝑣0 → 𝑣2 → 𝑣1 → 𝑣3 → 𝑣4, 𝑊 = 6.
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课堂练习 2：最短路径不唯一

𝑣0

𝑣1

𝑣2

𝑣3 𝑣4
2

2
3

3

3
4

题：练习
以 𝑣0 为起点，填写 Dijkstra 标号表，并
写出从 𝑣0 到 𝑣4 的所有最短路径。

提示
当两个临时标号相等时，先固定哪个顶点？
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课堂练习 2 解析：前驱不唯一

𝑣0

𝑣1

𝑣2

𝑣3 𝑣4
2

2
3

3

3
4

红色边给出两条同长最短路径。

𝑡 𝑣0 𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4

1 (0, 𝜆)∗ (+∞, 𝜆) (+∞, 𝜆) (+∞, 𝜆) (+∞, 𝜆)
2 (2, 𝑣0)∗ (2, 𝑣0) (3, 𝑣0) (+∞, 𝜆)
3 (2, 𝑣0)∗ (3, 𝑣0) (5, {𝑣1, 𝑣2})
4 (3, 𝑣0)∗ (5, {𝑣1, 𝑣2})
5 (5, {𝑣1, 𝑣2})∗

若只求一条路径，相等时可任选；若求所有路径，相等时保留多个前驱。
到 𝑣4 的两个前驱都可达到距离 5：

𝑣0 → 𝑣1 → 𝑣4, 𝑣0 → 𝑣2 → 𝑣4, 𝑊 = 5.
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反例：当权重出现负数时

𝑣0

𝑣1

𝑣2

2

5

−4

■ 初始：𝑣1 ∶ 2, 𝑣2 ∶ 5。
■ 先固定 𝑣1：认定 𝑑(𝑣1) = 2。
■ 再固定 𝑣2：发现

𝑣0 → 𝑣2 → 𝑣1 ∶ 5 + (−4) = 1.

■ 矛盾：𝑣1 已固定，算法不会回头更新。
失效原因
负权边使“绕行后只会更长”失效。
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Dijkstra 算法的核心思想

核心思想
每一步都固定当前最近的临时顶点，再用它
改进邻点。

■ 贪心策略：当前最近。
■ 临时标号：还可能变。
■ 永久标号：不再改变。
■ 前驱顶点：用于回溯。
■ 非负权值：保证固定有效。

补充观点
完整执行后，可得到起点到所有可达顶点的最短
距离。

局限与拓展
Dijkstra 算法不能处理负权边。含负权边的图需
使用 Bellman-Ford 等算法。
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本节结束
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